Exame de qualificacao : Algebra Linear
14 / 07 / 2004

Todas respostas devem ser justificadas. A nofa vai ser caleulada wsando-se as 5 melhor
respostas

1. (2 pontos) Seja T : C* — C* um operador linear
Tz, w2, ={z+2+ 32+ 4,y + 22 + 3. 2 + 2. 1)

a) Escrever a matriz do operador T
b} Achar os autovalores de T
¢} Achar a forma de Jordan de T'.

2. {2 pontos) Seja T : C" — C" um operador linear tal que T2 =T.
a) Demonstrar que C" = Ker(T) & Im(T).
b) Demonstrar gque o operador T é normal se e somente se Ker(T) ¢ ortogonal a Im(T).

3. (2 pontos) Scia -1.:.-f | -1;:.‘% b dxd + doyay + 4xyxs + drsrs uma forma quadrdtica em
B?. Encontrar uma transformacio ortogonal das variaveis que leva f a eixos principais.

4. (2 pontos) Seja T : V — V" um operador linear e V' um espacgo linear de dimensao
finita.

a) Demonstrar que dim{Ker(T)} + dim{Im{T)} = dim{V).

b) Se dim(V’) é impar e T? = 0 entao dim(T(V)) < dim(Ker(T)).

3. (2 pontos) Sejam T3, T3 : R™ — R™ dois operadores autoadjuntos tais que T1'Ty = T,75.
Demonstra gue existe uina base ortonormal de B" cujos elementos sio antovetores de ambos

Tl L% Tg.

6. (2.0 pontos) Responda falsa ou verdadeira a cada uma das afirmacoes abaixo.
Justifique as suas respostas.

a) Todo operador linear em BY possui um autovetor,

b) Seja V' um espaco vetorial de dimensio finita. Entdo V @ V™* tem dimensao finita que
¢ um namero par.

¢) Seja A um bloco de Jordan. Entao A' pode ter dois blocos de Jordan na sua forma de

Jordan.
i S R S 1
d) Dada a matriz 4 = [ 1 2 1 0 | existem matrizes invertiveis B e C tais que
ol B U 4
0 0 0
BAC=|0 1 0 0
a0 o010

Boa Sorte !
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FACA NO MINIMO 04 (QUATRO) QUESTOES.

Considere o 2-cubo singular em R®, ¢:[0,1]? — IR®, dado por
e(u,v) = (2u,v,1 — v?).

(a) Integre a forma w =dzr Ady em c;
(b) Faca um esbogo mostrando as imagens de ¢ e de;

(¢) Encontre uma 1-forma ¢ no IR® tal que d¢p = w e faca uma verificacao
direta do Teorema de Stokes, mostrando que a integral de ¢ em dec coincide
com aquela calculada em (a).

m v
Faca a prova rigorosa da igualdade f exp (—:r.*) dx = /7.
—

Considere a aplicacao de classe C', f: IR? = IR* dada por

f(2,9) = (u(z,5),0(z,9)), tal que e = v,, vy = —v, e Vu(z,y) # 0
para qualquer (z,y) € IR%. Mostre que f leva curvas regulares que se
cruzam em curvas regulares que se cruzam formando um mesmo dngulo.

Considere a 2-forma diferenciavel em IR,

_xdy Adz + ydz A dx + zdz A dy
(Iz_l_yz_l_zsz? '

w

Mostre que ela é fechada mas nao é exata

Seja A uma matriz simétrica real de ordem n. Mostre que os pontos de
minimo da fungiao f(r) = Ax - X restrita i esfera unitaria 5*~' (||x|| = 1)
sao autovetores de A, i.e. em qualquer um desses pontos temos a equacao
Ax = Ax satisfeita para algum escalar A.

Prove que a aplicagao f(x,y) = e"(cosy, seny), (z,y) € IR*, ¢é um
difeomorfismo local de classe . E global?
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Responder se cada uma das seguintes afirmacoes & Verdadeira ou Falsa, com uma
curta justificativa.

1. A topologia produto Cartesiano em I, Y, € a menor topologia tal que pg : 1.V, — Y5
sdo todas continuas.

2. Os racionais @ — &, com a topologia de subespaco da reta euclideana, sdo conexos.

3. Existe espaco topolégico .Y, tal que a componente conexa de cada ponto C(x) = {x},
¥x € X, mas X nao tem a topologia discreta.

4. Sejaf: X — Y aaplicagdo f{n) = L,f0) = 0, onde X = {0,1,2....} com a topologia
discretae V' = {0} U {+ | n=1,2,...} subespaco da reta euclideana, entdo .X é localmente
conexo e f & uma bijecdo continua que fornece um exemplo de que conexidade local ndo é
invariante sob aplicagdes continuas.

5. Uma aplicacdo continua f : X — ¥ com ¥ Hausdorff e X compacto & sempre aberta.

6. Uma aplicacao injetora e continua /: X — ¥ com ¥ Hausdorff e X compacto &
aberta.

7. A intersecao de qualquer familia de conjuntos abertos e densos de um espaco
topolégico localmente compacto € densa.

8. A intersecdo de qualquer familia enumeravel de conjuntos densos de um espago
topoldgico localmente compacto € densa.

9. Considere a seguinte distancia na reta real: d(x,y) = |x - y|. Seja
f:(R:d) — ((=1,1);d) definida por f(x) = !f'm . Esse exemplo mostra que a imagem de um
espago metrico completo atraves de um homeomorfismo n&o & necessariamente completa.

10. O cilindro circular reto e a faixa de Mébius sem fronteira tem o mesmo grupo

fundamental.
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