Exame de Qualificagao - Doutorado
Algebra Comutativa - 22 Sem /2003

Todos os andis considerados nesta prova sao comutativos com 1 # ().
1. (dpts){Anéis) Seja R um anel.

a) Mostre que: Se R € noetheriano ¢ [ C K ¢ um ideal tal que dim;._-,.uu{%l = [} entao existe apenas um
nimero finito de ideais maximais de B que contém /.

b) Supondo H noetheriano, enuncie o teorema para wdeais principais de Krull. Usando tal teorema
explique porque gue um dominio noetheriano de dimensao de Krull n > 2 tem infinitos ideais primos de
altura 1.

c) Mostre que: Se R ¢ artiniano ¢ 2 € f entac: # ¢ regular (ie, nao divisor de zero) se e somente se x ¢
uma unidade,

2. (3pts) (Médulos) Dado um anel R.

a) Sejam M e N H-mddulos finitamente gerados, [ C J(R) ideal de K. onde J{R) ¢ o radical de Jacobson
de Re o : M = N um R-homomorfismo. Sabemos que & : 7% — _,l\ definida por (M) = e{m) é um
ﬂiahnmcrﬁsmn. Mostre que:

o ¢ sobrejetora se e somente se 7 ¢ sobrejetora .

b) Mostre que: Se M é um f-modulo nao nulo tal que para todo m € M, m # U, tem-se que % ¢ H-modulo
noetheriano entao M ¢ noetheriano.

¢} Dizemos que um R-mddulo M ¢ simples se os tinicos submddulos de M sio os triviais, ie, {0} e M.

Mostre que: Se M é um f-mddulo simples nao nulo entao existe um ideal maximal M de R tal que M €
isormofo como H-médulo ao corpo %
(Sugestao: Mostre primeiro que M é principal)

3.4pts) Responda falso ou verdadeiro a cada uma das afirmacoes abaixo. Justifique suas resposias
(respostas sem justificativas nao serao consideradas).

a) Se (K, M) é anel noetheriano local entiao a dimensao de Krull de R é finita.

b) Se M e N sio A-médulose M @p N =0Oentao M =0lou N =10

¢) Se K é um corpo finito e M ¢ um R-mddulo finitamente gerado, onde R = K[X] é o anel de polinomios
a uma variavel sobre K, entao o submadulo de torgao, T{M ), de M é fimto.

(Lembre que T(M) = {m € M: 3f € R\ {0} tal que fm = 0}).

d) Se K é corpo, 5 = K[X.Y, 2] ¢ o anel de polinomios a 3 varidveis sobre K e R é o subanel de S dado
por R= K[X? - Z,¥Y? — Z] entao 5/ R ¢ extensao integral.
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DM-IMECC-UNICAMP, EXAME DE QUALIFICACAQ DE DOUTORADO

Aluno: RA:

1.

Anaélise Funcional, 10/07/2003

FACA NO MINIMO 04 (QUATRO) QUESTOES.

Considere os espagos BC(IR") = {f € C(IR"); sup_cpm |f(z)] < oo},
C.(IR") = {f € C(IR"); spt.f é compacto } e Co(IR") = {f € C(IR");
f~Ylz| = €) é compacto Ve > 0}, munidos da norma do supremo
|| fllsup = sup.egs |f(z)|. Prove:

a) BC(IR") é um espaco de Banach;

b) (;{H"} é o fecho do C,a{ﬂ“} Sugestao: Use o Lema de Urysohn.

SEJa.nl E e F espacos de Bana.ch eT : EF — F uma aplicacao hinear.
Provar a equivaléncia dos trés teoremas basicos da Analise Funcional enun-
ciados a seguir:

Teorema da Aplicagao Inversa: Se T € uma bijecdo continua, entdo
T-! € continua.

Teorema da Aplicagao Aberta: Se T € continua e sobrejetiva, entdo
T# ¢ uma aplicagdo aberta, i.c. T(G) € aberto (em F') para todo aberto
G (em E).

Teorema do Grafico Fechado: Se o grdfico de T € fechado (em Ex F),
entio T ¢ continua.

Dicas:
T
a) Considere o diagrama ao lado; E —F
N(T) denota o micleo de T . le - -

b) A aplicagio S:G(T)— E, (v,Tv)+— v, é uma bijegao;
G(T') denota o grafico de T'.

Sejam {2 um aberto limitado do IR™ e ¢ : IR — IR uma funcao de classe C*
estritamente convexa (" > ¢, para alguma constante ¢ positiva). Dada
uma sequéncia (u, ) em L™ () que converge para u € L*°({}) na topologia
fraca—# do L*(f2) (lembre-se que o L™(f1) pode ser considerado como
sendo o dual do L'(f1)), prove que (u,) converge fortemente em L?(()



(na topologia da norma do L*(Q)) se ¢ o u, converge fortemente para
wouem L'(). (Note que wou, e pou estao bem definidas e pertencem
ao L'(Q); de fato, elas pertencem ao L*(Q), logo ao L'(Q) ji que 0 é
limitado.)

Sejam E e F espagos de Banach e T,, e T operadores lineares e limita-
dos de E em F. Dizemos que T, converge fortemente para T (T, — T
fortemente) se T,x converge para Tz na topologia da norma de F' para
todo  em E. Prove que se z,, —+ zr em FE (topologia da norma) e T, = T
fortemente, entao T,z, — Tz em F.

Prove que nao existe norma em C'*([0, 1]) que torne o operador derivacao

%f limitado. Dica: fi(z) = exp(Azx).
Seja K € C([a,b] x [a,b]) e defina
h
S(f) = [ K(x.)f(w)dy.

Prove que 5 : C{[a,b]) — C([a,b]) é um operador compacto.

Sugestdo: Use o teorema de Arzela-Ascoli.



Exame de Qualificagao - MM427 - 08/07/2003

Todos oz anéis considerados nesta prova sao comutatives com 1 # (.
1. (3pts)[Anéis) Seja £ um anel. Mostre que:

a) Se 1 ¢ dominio que nao & corpo e para todo elemento nao nulo e nao unidade r de R tem-se que ¢
& um anel finito, entao 1 é noetheriano e dimpeen(R) = 1. Dé um exemplo de um anel que satisfaz ta
hipdteses,

b) Se (R, M) ¢ local e noetheriano com Spec{ ) infinito e existem a.b € R tal que M = /{a.b) ent:
d‘i;ﬂlp.,'f-“.'.llile =12

c¢) Se R é um dominio noetheriano com dim iR} = 1. todo ideal maximal de R é principal e [ é u
ideal radical e préprio (ie, vI = I € R) entio I também é ideal prineipal.

2. (3pts) (Mdédulos) Sejam A um anel e M um A-moédulo.

a) Mostre que: se ¢ : M — M é um homomorfismo injetor de A-médulos e M é artiniano entio
isomorfismo. Dé um exemplo de que tal resultado nao é verdadeiro se M néo for artiniano,

b} Maostre, usando a propriedade universal, que: S3e I C A é ideal enao M @4 Tq sy % Conclua a part
disto que se [ € J{A), onde J(A) é o radical de Jacobson de A e M é finitamente gerado entdao: M = 0 se
somente se M &4 —}-‘ =

¢) Dizemos que o A-mddulo M é indecomponivel se satisfaz: M = M; & Ma, com M, e My A-submédul
se e somente se My, = 0 ou Mo = 0. Se M ¢& indecomponivel e @ M — M & A-homomorfismo tal g
@? = @ entao ¢ = 0 ou ¢ = Ijy. onde Ipe(m) = m para todo m € M.

3.(4pts) Responda falso ou verdadeiro a cada uma das afirmagies abaixo. Justifique suas respost
(respostas sem justificativas nao serdo consideradas).

a) Se M é um Z-médulo finitamente gerado e infinito entio existe um numero natural n tal que ni
Frmadulo livre de posto = 1.

b) Se M & N sdo A-mddulos e ¢ : M — N é um A-homomorfismo sobrejetor entao: M é finitamen
gerado se e somente se Ker(e) e N sio finitamente gerados,

c) Se a € R é transcendente sobre os nimeros racionais e 4 ¢ o subanel de R dado por A = Zlo,
entio existe m € max{A) tal que a altura de m € 2.

d) Existe um dominio local e noetheriano (R, M) com dimensac de Krull 2 e tal que a dimensao «

k-espaco vetorial -5{4"’% é¢1, onde k= % & o corpo de restos de R,

e) Seja B/A é uma extensdo de dominios tal que A = K{y1.--- ,ym|, B = K[x1,-+- ,2q] e K € corpo.
Se m > n entdo {41, - ,¥m} € um conjunto algebricamente dependente sobre K.



INTRODUCAO A HOMOLOGIA, Exame de qualificagado ao doutorado, 05/12/2003

Nome: RA:

Assinatura:
1. Seja M" variedade compacta sem bordo

a) mostre que se né impar, entao y(M) =0

b) use a) para mostrar que se n = 3 e M nao e orientavel, entao =, (M) & infinito.

c¢) a conclusdo de a) vale se M nao for compacta ou se d(M) = &7

2.Seja V2 =[(er,e2) =6, rep: Viz — 8" < R”, p(ej,e2) = e,. Assume que p € um.
ibracao e que p~'(e;) = §"?

a) mostre que existe s : S™' — F,2 com pes = id apenas no caso » par.

b) se n for par mostre que m:(V,2) = me(S*') x m(5"2).

c) calcule Hy(Vs2:Z).

3. Considere §? v §* ( o espago obtido identificando um ponto do $? com um ponto do
5%,
a) mostre que m3(5* v §°) = 7.

b) calcule Hi(S? v §°). (Sugestao: use uma decomposigio celular).
4. Responder se cada uma das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa fornecendo
Jma curta justificativa.
a) CP? é uma variedade real, diferenciavel, de dimensao 6 com 7, CP* = Z e n:CP = 7
b) O fibrado tangente de CP* & trivial.

(Cada item valem um ponto).



Exame de Qualificacdo. Introducéo a Homologia. Julho , 2003.
Nome: RA:
Assinatura:

1.8ejaX={(xy,z2 e R x4+ +22 =1 U{x2)eR :x=0=y-1=z< 1}
Calcule o grupo fundamental e a homologia de X"

2.Prove que o produto de duas variedades compactas sem bordo & orientavel se e s
se ambas sao oriantaveis.

3. Seja CP? o espago projetivo complexo. Considere as fibragdes de Hopf
S8 —-CcPieS 5§ — S

a. A partir delas calcule o terceiro grupo de homotopia de CP? e 57,

b. Considere a decomposigao celular de CP* = ¢" LU e* LU e* L e®. A partir dela calcule
homologia de CP* com coeficientes inteiros. N Lt

c. Mostre que as homologias com coeficientes inteiros de CP* e de §? = 5% mas que .
duas variedades nao sao homotopicamente equivalentes.

4.Seja §° = {(z,w) € C* : |z]* + w|* = 1} e o grupo das sétimas raizes da unidade
G=4{aeC:a =1} Considereaagédo G x5 — §°, com a(z,w) = (az,aw).

a. Mostre que o quociente 5*/G € uma variedade e calcule o 7, (5%/G).

b. Mostre que qualqguer fungdo continua de 5°/G no toro 7% é homotépica & uma
constante.

c. Mostre que qualguer fungdo /' : RP* — §%/G é homot6pica 4 uma constante.

d. Mostre que 5°%/G & orientavel.

e. Calcule a homologia de $*/G com coeficientes inteiros.

Todo item vale um ponto. Total: 10 pontos.



Exame de Qualificacao - Doutorado
Curvas Algébricas - 2 Sem /2003

(Cada uma das questoes vale 1 ponto.

1) Sejam K um corpo, P € A"(K) e V' = {P}. Mostre que o ideal de V' é
maximal.

2) Mostre que o conjunto {(¢,sin{): ¢t € R} nao é algébrico.

3) Para [ = (Y? — X?.Y? + X?) CR[X,Y], achar V(/j e dimg = \; 2,

4) Mostre que a curva V(Y2 — X(X —1)(X — X)) C A*(C) é irredutivel para
todo A € C.

5) Sejam V = V(Y? = X*) C A*C) e ¢:A'YC) — V definida por
2lt) = (t*,t%). Mostre que  é bijetora mas nao é um isomorfismo.

6) Calcular I{P, E N F') onde:

E=(X?+Y?)?4+3X% -Y?,

F=(X?24+¥?)P-4X?Y? e

£ =(0,0)

7) Suponha que P é um ponto duplo para uma curva F' € K[X.,Y]. Seja [
uma tangente em P. Mostre que [(P, [N F) > 3.

8) Achar o género da curva sobre C dada pela equacao:
(X2 +Y3)?+3X*Y -Y*=0
9) Dado D um divisor sobre uma curva X’ projetiva e nao singular sobre C.

Seja g = género de .X'. Mostre que: se deg()) =29 — 2 e (D) = g, entao D
¢ um divisor canonico.

10) Sejam A" como em 9) e D um divisor. Considere [)' := W — ) onde W
¢ um divisor canonico. Mostrar que: (D) - I(D') = %(dﬁg{f}] —deg(D"))



BRIEF CASE

Nome:
Assinatura

Responder se cada uma das seguintes afirmacgoes & verdadeira ou falsa, dando uma
curta justificativa e/ou um contraexemplo.

1. O conceito de transporte paralelo & equivalente ao conceito de conexao no fibrado
tangente de uma variedade diferenciavel.

2. Em uma variedade Riemanniana M a aplicacao exp,, restrita & uma bola

suficientemente pequena de T,M & uma isometria.

3. Se um diffeomorfismo entre variedades Riemannianas preserva a curvatura secional
entdo & uma isometria.

4.5eja S = {(x,y,2) e R3,x2+y2+2* =1}, v :[0,2x] — 52, ¥(r) = (cost,sinz,0) e
(0,0,1) o campo "vertical" ao longo de y.
& é paralelo
& & Jacobi
¢ é Killing.

5.Seja f: M — M imersao isométrica e a a sua segunda forma fundamental

a) a € um tensor (i.€., linear em relagao as fungdes)

b)sea, =0paraump e Mey : (—g,e) — M & uma geodésica com y(0) = p, entdo feo ¥
€ uma geodésica em M.

c)sea=0ey: (-g&) — M éuma geodésica, entdo f= y & geodésica.

6. Seja M uma variedade Riemanniana simplesmente conexa e localmente simétrica
(i.6., VxR = 0)

entao M & completa.

7. Seja M uma variedade Riemanniana

a) Se M é completa, ¥p,q € M existe uma geodésica minimizante entrepe g

b) Se ¥p,q = M existe uma geodésica minimizante entre p e g, entao M é completa.

8. Seja M variedade Riemanniana simétrica. Entdo o "cut locus " coincide com o
"conjugate locus ".

&(r)

a)
b)
c)



Exame de qualificagdo ao doutorado. Geometria Riemanniana. Semestre | 2003.
Nome: RA:
Assinatura:

Responder se cada uma das seguintes afirmacoes € Verdadeira ou Falsa com uma
curta (menor ou igual a 5 linhas) justificativa. Respostas sem justificativa valem zero. Em
todas as perguntas, M & uma variedade Riemanniana completa.

1. Se M nédo & compacta entdo Vp € M, existe geodeésica y : [0,x0) — M, com y(0) = p,
tal que y(r) € minimizante para todo r.

2. Existem dois mergulhos diferenciaveis, 7| e 7> do toro §' = §' em R* tal que
T'nT: = & eexiste p; € T, com a seguinte propriedade: o plano tangente de T, no ponto
p1 hunca é paralelo ao plano tangente de 7> em p;, para qualquer p; € T5.

3. Um diffeomorfismo entre superficies compactas, simplesmente conexas que
preserva a curvatura de Gauss, & sempre uma isometria.

4. Sejaa : [0,1] — M tal que a energia E(a) &€ minima para toda variagao propria de «,
entdo @ minimiza o comprimento.

5. (Contin.) Se &« minimiza o comprimento entdo E(x) &€ minima para toda variagao
propria de a.

6. Se o campo .\ é Killing em M e y(7) € uma geodésica em M entao X(y(r)) e Jacobi.

7. Se para toda geodésica y de M o campo X(y(r)) &€ Jacobi, entdo X & Killing.

8. Se a curvatura secional de M & nao positiva entdo M ndo tem " cut points ".

9. Se a curvatura secional de M & sempre maior que 2, entdo M & compacta e
1-conexa.

10. Se a curvatura secional de M & maior que 2, (M) = {0}, dim(M) = 6, entdo M &
difeomorfa a esfera.



