












Exame de Qualificação – DMA/IMECC/UNICAMP

MT403 - Análise Numérica I

27 Março 2026

Estudante: RA:

• Escolha 4 Questões daquelas indicadas abaixo. Cada questão vale 2,5 pontos.

• Soluções “soltas” e/ou “desconexas” não serão consideradas. A correção do Exame de Análise
Numérica será realizada levando em conta tanto a corretude quanto a consistência e a organização
lógica dos passos para a conclusão da resposta, que deverá ser teoricamente fundamentada. Re-
soluções meramente indicadas/comentadas e sem justificativas não serão consideradas.

Questão 1

Considere o Problema de Valor no Contorno PVC: encontrar u : [a, b] → R tal que

u′′(x) = u(x) + x− 1 em (a, b); u(a) = α, u(b) = β (1)

e uma discretização do domı́nio (a, b), a < b em uma malha uniforme com m+ 2 pontos, espaçamento h e xj = a+ jh.

a) Escreva um método consistente de diferenças finitas de segunda ordem para aproximar a solução do PVC (1).

b) Determinar o erro de truncamento do método e provar que o método além de ser consistente tem erro de trunca-
mento de segunda ordem.

c) Explicar como se pode provar que o método for estável na norma 2.

d) Prove, supondo que o método desenvolvido nos itens (a)-(c) for estável, que o mesmo será convergente de segunda
ordem.
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Questão 2

Considere o problema de valor inicial PVI: Determinar u : [0, 10] → R tal que{
u′(t) = f(u(t), t),
u(0) = 1.

(2)

e o método de Runge-Kutta de dois estágios
Y1 = Un,
Y2 = Un + k

2f(Y1, tn),
Un+1 = Un + kf(Y2, tn + k

2 ).
(RK2)

a) Provar que o método (RK2) para o PVI (2) exibe ordem 2.

b) Implementar um passo do método (RK2) aplicado ao PVI (2).
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Questão 3

a) Determinar um método de diferenças finitas consistente de segunda ordem para aproximar a solução do PVC

u′′(x) + u′(x) = u(x) em (a, b); u(a) = α, u(b) = β

em malhas não uniformes.

b) Escrever o erro de truncamento do método nos nós internos xj = a + jhj , com j = 1 . . . ,m, x0 = a, xm+1 = b e
hj = xj − xj−1 para todo j = 1, . . . ,m+ 1.
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Questão 4

Considere o PVC  u′′(x) = f(x),
u(−2) = α,
u′(2) = β.

(4)

a) Descrever um método de diferenças finitas consistente de segunda ordem para aproximar a solução u : [−2, 2] → R
do PVC (4).

b) Fornecer a expressão do erro de truncamento do método em todos os xj = −2 + jh com j = 0, . . . , N , x0 = −2,
xN = 2, para provar a consistência de segunda ordem do método desenvolvido no item (a).
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Questão 5

Seja f(u) : R → R uma função Lipschitz cont́ınua associada ao Problema de Valor Inicial (PVI) autônomo

u′ = f(u), 0 < t ≤ T, u(0) = η. (5.1)

Considerando que um método linear de r passos para a aproximação do PVI (5.1) pode ser escrito na forma seguinte
(com αr = 1):

r∑
j=0

αjU
n+j = ∆t

r∑
j=0

βjf(U
n+j), (5.2)

pede-se os seguintes itens com as devidas justificativas:

(a) Define a convergência do método (5.1) para a solução u(t) no tempo t = T .

(b) Defina estabilidade zero para o método (5.2).

(c) Mostre que no caso f = 0, u(0) = 0 a estabilidade zero garante que o método tenha uma solução Un que converge
a solução nula do problema (5.1).
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Questão 6

Considere o problema diferencial de advecção linear: encontrar u = u(x, t) : [0, 1]× [0, T ] → R ut − 2ux = 0,
u(0, t) = u(1, t),
u(x, 0) = u0(x)

(6)

(a) Prove que o método FTCS (Forward Euler no tempo e o esquema centrado no espaço) não é estável para resolver
o problema de advecção acima usando o método das linhas (estabilidade via MOL).

(b) Introduzir o método de Lax-Wendroff para o problema (6), determine a condição de estabilidade de Lax-Wendroff,
via análise de Von Neumann.

(c) Utilizando o método das carateŕısticas escreva a solução anaĺıtica para o problema (6), explicando o significado
do comportamento esperado do problema de advecção (6).
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Questão 7

Considere o problema de valor inicial PVI 
u′
1 = −100u1 + u2,

u′
2 = −2u2 + 100u1,

u1(0) = 104,
u2(0) = 1.

(7)

a) Analise por que este sistema é classificado como de natureza matemática stiff e como essa caracteŕıstica afeta a
estabilidade e a convergência dos métodos numéricos utilizado, descrevendo em particular as dificuldades numéricas
para sua resolução.

b) Escreva uma estratégia matemática para chegar a solução u1(t), u2(t) para t > 0 do PVI (7).
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Questão 8

Seja a > 0, considere o problema linear de condução do calor: encontrar u = u(x, t) : [−1, 1]× [0, T ] → R tal que ut = auxx, x ∈ (−1, 1), t > 0,
u(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 1),
u(−1, t) = t; u(1, t) = t.

(8)

(a) Definir o conceito de estabilidade Lax Richtmyer e de estabilidade absoluta de métodos de um passo aplicados ao
problema (8).

(b) Determinar a condição de estabilidade absoluta de FTCS aplicado a (8).

(c) Apresenta um método de ordem 2 no tempo e no espaço diferente de Crank-Nicolson para resolver o problema
(8).

Pode usar no item (b) a analise de estabilidade via Method of Lines (MOL), ou a abordrdagem de John von Neumann.
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Questão 9

Seja o seguinte problema de valor inicial e de contorno: Dados a > 0 e κ > 0, encontrar u : (0, 1)× (0, T ) → R tal que

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
− κ

∂2u

∂x2
= 0 em (0, 1)× (0, T ), (9)

satisfazendo as condições de contorno e iniciais apropriadas.

a) Considerando uma discretização do domı́nio (0, 1), em uma malha uniforme com m+2 pontos, com h = 1/(m+1)
e xj = jh, uma aproximação do tipo Upwind para a derivada primeira e uma aproximação centrada de segunda
ordem para a derivada segunda, apresente o Método das Linhas (MOL) para o problema acima (sistema de EDOs
cont́ınuo no tempo).

b) Utilizando o fato de que a matriz A obtida pelo MOL da letra a) é constante e diagonalizável (A = RΛR−1),
mostre que resolver o MOL, equivale a resolver m equações escalares independentes na forma

w′
p(t) = λpwp(t), p = 1, 2, . . . ,m.
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Questão 10

a) Considere o método de Lax-Wendroff para resolver a equação de advecção com condições periódicas em [0, 1],{
ut + aux = 0,
u(0, t) = u(1, t),

(10)

Quando este método é estável? Motive a sua resposta.

b) Explique quando um método numérico para problemas hiperbólicos da classe (10) é considerado dissipativo e
quando é dispersivo. Além disso, descreva formalmente com suas palavras uma ferramenta de análise numérica
útil para determinar o caráter principal da solução dada por um método numérico para problemas hiperbólicos
do tipo advecção linear.
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Questão 11

Considere o problema de Poisson em duas dimensões,

−∆u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω = (0, 1)× (0, 1), (11.1)

onde u = u(x, y) é uma função real definida Ω, sujeito a uma condição de contorno de Dirichlet,

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω. (11.2)

Considerando uma malha computacional igualmente espaçada (hx = hy = h) e as aproximações de segunda ordem
para o Laplaciano,

∆u = uxx + uyy,

pede–se discutir e demonstrar para o PVC (11.1)-(11.2)

(a) Erro de truncamento local.

(b) Erro Global.

(c) Convergência.

Dica: A matriz “A” do problema de álgebra linear associado a discretização da EDP (11.1) com as aproximações
de segunda ordem é simétrica, definida-positiva, e na norma-2 tem-se que:

||A||2 = ρ(A) = max
1≤p,q≤m

{|λp,q|},

sendo, λp,q os autovalores, dados por:

λp,q =
2

h2
[1− (cos(pπh)) + (1− cos(qπh))], p, q = 1, 2, · · · ,m.

Bom exame!
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INSTRUÇÕES

SERÃO CONSIDERADAS SOMENTE AS QUESTÕES ESCRITAS DE FORMA CLARA E
DEVIDAMENTE JUSTIFICADAS

INFORMAÇÕES ÚTEIS

Para simplificar a notação de uma função de pertinência de um conjunto fuzzy A ∈ F(X),
escreve-se A(x) em vez de µA(x) para todo x ∈ X.

Questão 1. Considere uma famı́lia A = {Ai : i ∈ I} ⊆ F(X) de conjuntos fuzzy de X ̸= ∅,
em que I denota um conjunto arbitrário de ı́ndices. Mostre que

⋃
i∈I

[Ai]
α ⊆

[⋃
i∈I

Ai

]α
e
⋂
i∈I

[Ai]
α =

[⋂
i∈I

Ai

]α
, ∀α ∈ (0, 1],

em que [A]α é o α-ńıvel de A e a união e intersecção de conjuntos fuzzy são determinadas
usando, respectivamente, o supremo e o ı́nfimo, como segue para todo x ∈ X:⋃

i∈I
Ai(x) =

∨
i∈I

Ai(x) e
⋂
i∈I

Ai(x) =
∧
i∈I

Ai(x).

Questão 2. Considere uma função f : R → R dada por f(x) = αx+ β, em que α, β ∈ R com
α ̸= 0. Dado um número fuzzy triangular A, determine o conjunto fuzzy f̂(A) ∈ F(R), em
que f̂ : F(R) → F(R) denota a extensão de Zadeh de f . É f̂(A) também um número fuzzy
triangular?

Dica: Lembre-se que a função de pertinência de um número fuzzy triangular A, caracterizado
pelos parâmetros a,m, b ∈ R e denotado por (a,m, b), é dada por

A(x) =


(x− a)/(m− a), a < x < m,

(b− x)/(b−m), m < x < b,

0, caso contrário,
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Questão 3. Uma função O : [0, 1]2 → [0, 1] é chamada função de overlap se O satisfaz as
condições seguintes:

1. O é comutativo;

2. O(x, y) = 0 se e somente se xy = 0;

3. O(x, y) = 1 se e somente se xy = 1;

4. O é crescente (no sentido das teorias de ordem e de reticulados);

5. O é cont́ınuo.

(a) Verifique para cada uma das duas afirmações seguintes se ela é verdadeira ou falsa:

(i) Se T é uma t-norma cont́ınua, então T é uma função de overlap.

(ii) Se O é uma função de overlap, então O é uma t-norma cont́ınua.

(b) Apresente um exemplo de uma t-norma que representa uma função de overlap.

Questão 4. Mostre que um sistema fuzzy relacional implicativo cujo mecanismo de inferência
é o sub-produto Bandler-Kohout pode ser expresso como um esquema de racioćınio analógico.
Para ser mais preciso, considere X,Y ̸= ∅, A1, . . . , An ∈ F(X) e B1, . . . , Bn ∈ F(Y ) arbitrários.
Seja ⋆ : [0, 1]2 → [0, 1] uma t-norma cont́ınua de esquerda e →: [0, 1]2 → [0, 1] a sua implicação
residual ou adjunta. Sabe-se que para todos a, b, c ∈ [0, 1] vale

a → (b → c) = (a ⋆ b) → c.

Utilize este fato e os seus conhecimentos para mostrar o seguinte:

∧
x∈X

(
A(x) →

n∧
i=1

[
Ai(x) → Bi(y)

])
=

n∧
i=1

([∨
x∈X

A(x) ⋆ Ai(x)

]
→ Bi(y)

)
.

Em cada passo, mencione a propriedade que você utilizou.

Boa Prova!


