Exame de Qualificacdo — Analise Aplicada
1.2 semestre de 2026 — 23/03/2026

Nome:
RA:

1.2 Quest3o.

Sejam M, N espagos métricos. Com base nisso, julgue os itens abaixo como verdadeiro ou falso.
Se o item for verdadeiro, prove. Caso o item seja falso, d& um contra-exemplo.

e Toda aplicacdo f: M — N continua é aberta.

e Toda aplicacdo continua f: M — N transforma sequéncias de Cauchy em sequéncias de
Cauchy.

e O grafico de uma aplicacdo continua f: M — N é um subconjunto fechado de M x N.



2.% Quest3o.

Dada uma sequéncia (z,,) em um espago métrico M, consideremos o espagco P = {1,1/2,...,1/n,...},
com a métrica induzida pela reta, e a aplicagdo f: P — M dada por f(1/n) = x,. Prove que (z,)
& uma sequéncia de Cauchy se, e somente se, f & uniformemente continua.



3.2 Questio.

Definimos
° — {(aj)jo'il :aj € K para todo j € Ne sup\aj| < oo}
jJEN
e a norma
[(@)721loo = sup |ay|.
jEN
Mostre que
b (goo) || : ||oo) & espaco de Banach.

e Mostre que ¢, o espaco vetorial das sequéncias convergentes, & um subespago de £°.
e Conclua que se ¢ for fechado (mostre), entdo ¢ sera um espago de Banach.



4.% Questdo.

Se E for um espaco normado reflexivo, mostre que E’ também sera.



5.% Quest3o.

Enunciar o Teorema de Riesz em espacos de Hilbert e descrever pelo menos uma aplicacdo do
Teorema em espacos de Hilbert de funcdes.



6.% Quest3o.

Sejam Hi e Hy espacos de Hilbert. Provar que para todo T operador linear limitado de H; para
Hs, existe um nico operador linear limitado T* de Hy para H; que é operador adjunto de Hilbert
de T. Além disso, || T ||=|| T |.
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e Escolha 4 Questoes daquelas indicadas abaixo. Cada questao vale 2,5 pontos.

e Solugoes “soltas” e/ou “desconexas” nao serdo consideradas. A correcdo do Exame de Andlise
Numérica sera realizada levando em conta tanto a corretude quanto a consisténcia e a organizacao
l6gica dos passos para a conclusao da resposta, que devera ser teoricamente fundamentada. Re-
solugbes meramente indicadas/comentadas e sem justificativas nao serao consideradas.

Questao 1
Considere o Problema de Valor no Contorno PVC: encontrar u : [a,b] — R tal que
u'(x)=u(z)+xz—1 em (a,b); wula)=a, ub)=4p (1)
e uma discretizacdo do dominio (a,b), a < b em uma malha uniforme com m + 2 pontos, espacamento h ¢ z; = a + jh.
a) Escreva um método consistente de diferencas finitas de segunda ordem para aproximar a solugao do PVC (1).

b) Determinar o erro de truncamento do método e provar que o método além de ser consistente tem erro de trunca-
mento de segunda ordem.

¢) Explicar como se pode provar que o método for estdvel na norma 2.

d) Prove, supondo que o método desenvolvido nos itens (a)-(c) for estdvel, que o mesmo serd convergente de segunda
ordem.




Questao 2

Considere o problema de valor inicial PVI: Determinar « : [0,10] — R tal que

{ u'(t) = f(u(t),t),
u(0) = 1.

e o método de Runge-Kutta de dois estagios
Y =U0",
Yo =U"+ 5 f(Y1,tn),
Uttt = U™ + kf (Yo, tn + £).
a) Provar que o método (RK2) para o PVI (2) exibe ordem 2.

b) Implementar um passo do método (RK2) aplicado ao PVI (2).

(RK2)




Questao 3
a) Determinar um método de diferengas finitas consistente de segunda ordem para aproximar a solugao do PVC
u'(x)+u(x) =u(x) em (a,b); wu(a)=a, ub)=p
em malhas nao uniformes.

b) Escrever o erro de truncamento do método nos nds internos z; = a+ jhj, com j=1...,m, xo = a, Tmy1 =b e
h; =x; —x;_1 paratodo j =1,...,m+1.




Questao 4
Considere o PVC

u'(z) = f(z),
u(—2) = «, (4)
w'(2) = B.
a) Descrever um método de diferengas finitas consistente de segunda ordem para aproximar a solucao v : [—2,2] — R
do PVC (4).
b) Fornecer a expressao do erro de truncamento do método em todos os z; = —2+ jh com j =0,...,N, xo = —2,

xN = 2, para provar a consisténcia de segunda ordem do método desenvolvido no item (a).




Questao 5
Seja f(u) : R — R uma fungao Lipschitz continua associada ao Problema de Valor Inicial (PVI) auténomo
u' = f(u), 0<t<T, u(0) =n. (5.1)

Considerando que um método linear de r passos para a aproximacao do PVI (5.1) pode ser escrito na forma seguinte
(com o, = 1):

iajUnJrj = Atiﬁjf(Un+J)7 (52)
7=0

j=0
pede-se os seguintes itens com as devidas justificativas:
(a) Define a convergéncia do método (5.1) para a solugdo u(t) no tempo ¢t = T.

(b) Defina estabilidade zero para o método (5.2).

(c¢) Mostre que no caso f =0, u(0) = 0 a estabilidade zero garante que o método tenha uma solu¢do U™ que converge
a solugdo nula do problema (5.1).




Questao 6

Considere o problema diferencial de adveccao linear: encontrar v = u(z,t) : [0,1] x [0,7] - R

up — 2u, =0,
U(O,t) = u(lvt)a (6)
’LL(.’E, 0) = UO(x)

(a) Prove que o método FTCS (Forward Euler no tempo e o esquema centrado no espago) nio é estdvel para resolver
o problema de advecgdo acima usando o método das linhas (estabilidade via MOL).

(b) Introduzir o método de Lax-Wendroff para o problema (6), determine a condigéo de estabilidade de Lax-Wendroff,
via andlise de Von Neumann.

(¢) Utilizando o método das carateristicas escreva a solugao analitica para o problema (6), explicando o significado
do comportamento esperado do problema de advecgao (6).




Questao 7

Considere o problema de valor inicial PVI
u) = —100u; + ug,
uhy = —2us + 100w,
w1 (0) = 104, (7)

a) Analise por que este sistema ¢ classificado como de natureza matemadtica stiff e como essa caracteristica afeta a
estabilidade e a convergéncia dos métodos numéricos utilizado, descrevendo em particular as dificuldades numéricas
para sua resolucao.

b) Escreva uma estratégia matemédtica para chegar a solugdo ui(t), uz(t) para t > 0 do PVI (7).




Questao 8

Seja a > 0, considere o problema linear de condugao do calor: encontrar v = u(x,t) : [—-1,1] x [0,7] — R tal que
(
€ (*la 1)7 (8)

(a) Definir o conceito de estabilidade Lax Richtmyer e de estabilidade absoluta de métodos de um passo aplicados ao
problema (8).

(b) Determinar a condigao de estabilidade absoluta de FTCS aplicado a (8).

(¢) Apresenta um método de ordem 2 no tempo e no espago diferente de Crank-Nicolson para resolver o problema

(8)-

Pode usar no item (b) a analise de estabilidade via Method of Lines (MOL), ou a abordrdagem de John von Neumann.




Questao 9

Seja o seguinte problema de valor inicial e de contorno: Dados a > 0 e k > 0, encontrar u : (0,1) x (0,7) — R tal que

ou ou 0%u

E_Fa%_’%@:o em (0,1)x (0,7), (9)

satisfazendo as condigoes de contorno e iniciais apropriadas.

a) Considerando uma discretizacdo do dominio (0,1), em uma malha uniforme com m+ 2 pontos, com h = 1/(m+1)
e z; = jh, uma aproximacao do tipo Upwind para a derivada primeira e uma aproximacgao centrada de segunda
ordem para a derivada sequnda, apresente o Método das Linhas (MOL) para o problema acima (sistema de EDOs
continuo no tempo).

b) Utilizando o fato de que a matriz A obtida pelo MOL da letra a) é constante e diagonalizdvel (A = RAR™1),
mostre que resolver o MOL, equivale a resolver m equagoes escalares independentes na forma

w;(t) = Mwp(t), p=1,2,...,m.




Questao 10

a) Considere o método de Lax-Wendroff para resolver a equagao de advecgao com condigoes periddicas em [0, 1],
u + aug =0,
{ w(0,t) = u(1,t), (10)

Quando este método é estavel? Motive a sua resposta.

b) Explique quando um método numérico para problemas hiperbdlicos da classe (10) é considerado dissipativo e
quando é dispersivo. Além disso, descreva formalmente com suas palavras uma ferramenta de andlise numérica
atil para determinar o carater principal da solugao dada por um método numérico para problemas hiperbdlicos
do tipo advecgao linear.




Questao 11

Considere o problema de Poisson em duas dimensoes,
—Au = f(z,y), (x,y)€Q=(0,1)x(0,1), (11.1)
onde u = u(z,y) é uma funcdo real definida €, sujeito a uma condi¢io de contorno de Dirichlet,

u(z,y) =g(z,y), (z,y) € . (11.2)

Considerando uma malha computacional igualmente espagada (h, = hy = h) e as aproximacoes de segunda ordem
para o Laplaciano,
Au = Ugy + Uyy,

pede-se discutir e demonstrar para o PVC (11.1)-(11.2)
(a) Erro de truncamento local.
(b) Erro Global.
(c) Convergéncia.

Dica: A matriz “A” do problema de dlgebra linear associado a discretizagdo da EDP (11.1) com as aproximagoes
de segunda ordem é simétrica, definida-positiva, e na norma-2 tem-se que:

[A]l2 = p(4) = max {|Apq[},

4>

sendo, A, 4 0s autovalores, dados por:

2
Apg = ﬁ[l — (cos(pmh)) + (1 — cos(qmh))], p,q=1,2,---,m.

Bom exame!
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INSTRUCOES

SERAO CONSIDERADAS SOMENTE AS QUESTOES ESCRITAS DE FORMA CLARA E
DEVIDAMENTE JUSTIFICADAS

Questao 1.
Considere um problema de aprendizado em que a func¢ao de perda total (objetivo) é dada por:

T0) = S L(f (). 0),
i=1

onde o parametro de aprendizado é # € R%. Neste contexto, considere os seguinte métodos
de treinamento para a fungao: Gradiente Descendente em Lote (Gradient Descent - GD), o
Gradiente Descendente Estocéstico (Stochastic Gradient Descent - SGD) e o Gradiente em
Minilotes (Mini-batch Gradient Descent).

Com base na teoria de otimizagao para aprendizado de maquina, responda aos itens a seguir:

(a) Faga uma ilustragao das trajetérias tipicas dos trés métodos, evidenciando os aspectos de
convergéncia esperados para cada um dos casos.

(b) Explique como cada um dos métodos se comporta com relagdo a convexidade da funcao
de perda. Obs.: disserte como alguns métodos conseguem “escapar” de pontos de sela ou
minimos locais.

(c) Considere um cendrio de Big Data onde n é da ordem de 10°. Discuta por que o Mini-
batch GD é a escolha padrao na pratica. Obs.: relacione o equilibrio entre a eficiéncia das
operagoes de algebra linear vetorizada e a estabilidade do gradiente.
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Questao 2.
Considere um problema de classificacdo bindria onde o vetor de entrada x € R3. Projetamos
uma rede neural do tipo MLP com as seguintes especificagoes:

e Uma camada de entrada.
e Uma camada oculta com 4 neuronios.
e Uma camada de saida.

e Uso de termos de viés (bias) na camada intermediaria.

(a) Desenhe o grafo que representa esta rede neural. Represente explicitamente os nds de
entrada, os neurénios das camadas ocultas e de saida, e os respectivos termos de bias.
Indique os pesos dessa rede.

(b) Para este problema, ou seja, de classificacao bindria, qual seria a fungao de ativagdo mais
adequada para a camada de saida? Justifique sua escolha com base na interpretagao
probabilistica da saida da rede.

(c) Suponha agora que decidimos adicionar uma segunda camada oculta também com 4
neurdnios. Discuta brevemente o risco de aumentar a profundidade da rede em relagao
ao fenomeno de overfitting quando o conjunto de dados é pequeno. Comente sobre a
relagao entre pardmetros treindveis e tamanho do conjunto de dados.

Questao 3.
Sobre as Maquinas de Vetores de Suporte (SVM), responda as seguintes questoes:

(a) Explique o conceito de “Vetores de Suporte” e como eles definem a margem de decisao
do classificador. Por que o SVM ¢ frequentemente chamado de classificador de “margem
larga”?

(b) Analise o papel do hiperparametro C'. Como a escolha de um valor muito alto ou muito
baixo para C influencia a fronteira de decisao e o equilibrio entre viés e variancia do modelo?

(c) Ao utilizar um Kernel Gaussiano (RBF), descreva o efeito do parametro o2 na complexidade

do modelo. O que acontece com a fronteira de decisdo quando o2 é muito pequeno?

(d) Compare a fungao de custo do SVM (Hinge Loss) com a fungao de custo da Regressao
Logistica. Em quais situagoes praticas recomenda-se o uso de SVM com kernel em vez de
Redes Neurais?
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Questao 4.
Sobre o paradigma de aprendizado nao supervisionado, responda:

(a)

O algoritmo K-means é conhecido por convergir para minimos locais. Explique por que
isso ocorre e cite uma estratégia pratica para mitigar esse problema durante a inicializacao.
Além disso, descreva matematicamente a fungao de custo (distor¢ao) que o algoritmo busca
minimizar.

Explique o funcionamento do método do “cotovelo” (elbow method) para a escolha do
numero ideal de clusters (K) e discuta suas limitagoes em cendrios onde os dados sao
muito dispersos.

No contexto de PCA (Andlise de Componentes Principais), diferencie o processo de
“projecao” do dado original no subespago de menor dimensao e o processo de ‘“recons-
trugdo”. Apresente a intuicdo de como o PCA busca maximizar a variancia retida.

Como a matriz S resultante da Decomposicao de Valores Singulares (SVD) pode ser utili-
zada para determinar a porcentagem de variancia explicada e, consequentemente, o niimero
de componentes principais a serem mantidos?



\",) UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
[~

i Instituto de Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica
uncave IIMIEECC MT580 — Conjuntos e Légica Fuzzy: Teoria e Aplicacdes

ALUNO

RA

MT580 — Conjuntos e Légica Fuzzy: Teoria e Aplicacoes

Exame de Qualificacao — 27,/03/2026

INSTRUCOES

SERAO CONSIDERADAS SOMENTE AS QUESTOES ESCRITAS DE FORMA CLARA E
DEVIDAMENTE JUSTIFICADAS

INFORMACOES UTEIS

Para simplificar a notagdo de uma fun¢do de pertinéncia de um conjunto fuzzy A € F(X),
escreve-se A(x) em vez de p4(x) para todo z € X.

Questao 1. Considere uma familia A = {4; : i € I} C F(X) de conjuntos fuzzy de X # 0,
em que I denota um conjunto arbitrario de indices. Mostre que

Ue c U4l e NIAI* = |[) A

el iel il el

, Va e (0,1],

em que [A]* é o a-nivel de A e a uniao e intersec¢ao de conjuntos fuzzy sdo determinadas
usando, respectivamente, o supremo e o infimo, como segue para todo = € X:

i) =\ Ai(z) e ()Ailx) = )\ Ai(x)

iel iel iel iel
Questao 2. Considere uma funcao f : R — R dada por f(x) = ax + 3, em que a, 8 € R com
a # 0. Dado um numero fuzzy triangular A, determine o ‘conjunto fuzzy f (A) € F(R), em
que f : F(R) — F(R) denota a extensdo de Zadeh de f. E f(A) também um ntmero fuzzy
triangular?

Dica: Lembre-se que a fungao de pertinéncia de um nimero fuzzy triangular A, caracterizado
pelos parametros a,m,b € R e denotado por (a,m,b), é dada por

(x—a)/(m—a), a<z<m,
Alx)=q (b—x)/(b—m), m<x<b,

0, caso contrario,
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Questao 3. Uma funcio O : [0,1]> — [0,1] é chamada funcdo de overlap se O satisfaz as
condigoes seguintes:

1. O é comutativo;

2. O(x,y) = 0 se e somente se xy = 0;

3. O(z,y) = 1 se e somente se vy = 1;

4. O é crescente (no sentido das teorias de ordem e de reticulados);

5. O é continuo.

(a) Verifique para cada uma das duas afirmacoes seguintes se ela é verdadeira ou falsa:

(i) Se T é uma t-norma continua, entdo 7' ¢ uma funcao de overlap.

(ii) Se O é uma fungao de overlap, entdao O é uma t-norma continua.

(b) Apresente um exemplo de uma t-norma que representa uma funcao de overlap.

Questao 4. Mostre que um sistema fuzzy relacional implicativo cujo mecanismo de inferéncia
¢é o sub-produto Bandler-Kohout pode ser expresso como um esquema de raciocinio analdgico.
Para ser mais preciso, considere X, Y # ), Ay,..., A, € F(X) e By,..., B, € F(Y) arbitrarios.
Seja x : [0,1]2 — [0, 1] uma t-norma continua de esquerda e —: [0,1]2 — [0, 1] a sua implicagio
residual ou adjunta. Sabe-se que para todos a, b, ¢ € [0, 1] vale

a—(b—c)=(axb) —c
Utilize este fato e os seus conhecimentos para mostrar o seguinte:

A\ <A(x) — Z\ [Ai(z) — Bi(y)]) = /"\ (

zeX i=1

\/ A(x)* Ai(z)

zeX

Em cada passo, mencione a propriedade que vocé utilizou.

Boa Prova!



