Exame de Qualificacdo — Analise Aplicada
1.2 semestre de 2025 — 24/03/2025
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1.¢ Quest3o.

a) Seja (X, d) um espago métrico qualquer. Prove ou dé um contra-exemplo para a seguinte
afirmagdo: se C' C X é limitado e fechado, entdo C' é compacto. (1.25 ponto)

b) Prove que um subconjunto fechado M de um espagco métrico compacto X é compacto. (1.25
ponto)



2.% Questdo. Considere os operadores S : C[0,1] — C[0,1] e T': C[0,1] — C[0, 1] dados por
t
Sz(t) = t/ x(s)ds, e Tx(t) = tx(t), Vte]|0,1].
0

a) Mostre que S e T" sdo lineares. (0.8 ponto)
b) S e T comutam, isto é, ST = T'S? (0.8 ponto)
c) Determine ||S||, |T||, ||ST|| e |IT’S||- (0.9 ponto)



3.% Questdo. Mostre que se X & um espaco normado que contém uma base de Schauder, entdo X é
separavel. (2.5 pontos)



4.% Questdo. Mostre que a fungdo f : [1,00) — [1,00) dada por f(z) = x + 2! satisfaz
|f(z) — f(y)| < |xr —y| para z # y, mas ndo possui ponto fixo (1.25 ponto). Porque este fato ndo
contradiz o teorema do ponto fixo de Banach? (1.25 ponto)
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’Justifique todos os argumentos. Respostas sem justificativas nao serao consideradas.

Seja f: R* — R, f € C?, e considere o problema
Minimizar f(x) sujeitaa x € R",
Explique como aplicar o Método de Newton convenientemente e cite vantagens e desvanta-

gens desse método.

Sejam f: R* = R, f € C? 2° € R" e considere um Método Secante da forma,
aHtl = ok — BV f(2¥), Byl <M, k=0,1,2,...,

em que as matrizes By, sdo definidas positivas e tais que lim || Bx11 — B|| = 0. Assumindo

que lim z* = 2*:

(a) Prove que V f(z*) = 0.
| [Br — V2f(2")] (a"*! —2*) |

”xk—i-l _ J]k”

(b) Prove que lim = 0.

(c) O que se pode afirmar sobre a taxa de convergéncia?

Sejam ) € R™"™ simétrica, c € R", A € R™*" b € R™ e considere f : R" — R definida
por f(x) = %mTQx +cfreS={rcR"| Az = b} # (. Suponha que exista z* € R",
minimizador local de f em S. Prove que:

(a) z* é um minimizador global de f em S.

(b) Se @ é n3o singular entdo z* é Unico.

(c) Exiba um exemplo para n = 2 e ilustre graficamente.

Sejam f,g : R" — R, f,g € C%. Quais s3o as condicdes necessdrias para que z* € R"
seja um minimizador local de f restrita ao conjunto {z € R™ | g(z) < 0}? Descreva um
método numérico para encontrar z*. Inclua qualquer hipdtese que achar necessaria e comente

sobre a inicializacdo e critérios de parada para o algoritmo proposto.




