Exame Qualificagdo - Geometria Riemanniana

NOME: RA:

Incluir na prova, por favor, todas as “contas” feitas nas resolugées. Respostas néo acom-
panhadas de argumentos que as justifiguem néo serdo consideradas.
Boa Proval

Parte 1.
1.

Parte II.
1.

Escolha 2 (duas) das questdes abaixo para resolver:

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensédo n e curvatura seccional con-
stante . Mostre que

(a} Ric = (n — 1)kg;

(b) scal = n(n — 1)x.

. Mostre que S™ com a métrica induzida de R*! é uma variedade de curvatura

seccional constante igual a 1. Calcule, de forma rigorosa, as geodésicas desta
variedade Riemanniana.
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n.

(a) Considere P,y s: Tos) M — TopM, tal que Frig (v}, v € TysoyM, € 0 trans-
porte paralelo de v ao longo de uma curva suave c: I — M, tal que ¢ € I.
Mostre que P, ¢ uma isometria.

(b) Dado p € M, mostre que existe uma vizinhanga U C M de p e n campos de
vetores ortonormais E1, ..., E, € £(U}, de modo que Vg, E;(p) = 0.

. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana de dimenséio n orientada e v € Q"(M)

o elemento de volume induzido por g. Supondo que M é compacta e sem bordo,
dada f € C*°(M), mostre que
/ Afv=

onde Af = div gradf, Vf € C*®(M). Mostre que se f é uma fungio diferencidvel
em M, tal que Af > 0, entdo f é constante.

Escolha 3 (trés) das questdes abaixo para resolver:

Uma variedade Riemanniana (M, g) é dita homogénea se para quaisquer p,g €
M, existe uma isometria f: M -+ M de forma que f(p) = q. Mostre que toda
variedade Riemanniana homogénea é completa.

. (a) Defina isometria entre variedades Riemannianas; (b) Defina métrica Rieman-

niana completa; (¢) Defina ponto conjugado em uma variedade Riemanniana; (d)

Enuncie o Teorema do Indice de Morse para geodésicas.
Enuncie o Teorema de Comparacio de Rauch. Mostre que se (M, g) é uma var-
iedade Riemanniana completa com curvatura seccional ndo-positiva, entao

|(d expy)o(w)] = |wl,
Vp e M, Vv € T,M e Vw € T,(T,M).

. Enuncie o Teorema de Bonnet-Myers. Dé um exemplo de uma variedade Rieman-

niana completa ndo-compacta com curvatura seccional X > 0. Isso contradiz o
Teorema de Bonnet-Myers? Justifique sua resposta.

. Seja {M,g) uma variedade Riemanniana com curvatura seccional néo-positiva.

Prove que, Vp € M, o lugar dos pontos conjugados C(p) € vazio.



Exame Qualificacdo - Grupos de Lie

NOME: RA:

Incluir na prova, por favor, todas as “contas” feitas nas resolugdes. Respostas nio acompanhadas de
argumentos que as justifiquem nfo serfio consideradas.
Boa Prova!

Parte 1.
1.

2.

Escolha 2 (duas) das questdes abaixo para resolver:

Sejam G um grupo topolégico e A C G um subgrupo. Mostre que a topologia quociente em
G/ H é Hausdorff se, e somente se, H € fechado.

Sejam ¢,1: G — H homomorfismos de grupos topoldgicos, tais que ¢ly = |y, para alguma
vizinhanga V da identidade. Mostre que se G for conexo, entdo ¢ = 9.

. Sejam G um grupo topolégico e Gg C G a componente conexa da identidade de G. Mostre que

G € um subgrupo normal de G.

. Seja G um grupo topolégico e H C G um subgrupo. Mostre que se H e G/ H forem compactos,

entdo G é compacto.
Escolha 3 (trés) das questdes abaixo para resolver:

. Seja ¢: G — H um homomorfismo de grupos de Lie. Mostre que o grifico de ¢ € um subgrupo

de Lie de G x H e encontre sua algebra de Lie.

. Enuncie o teorema de Cartan. Mostre que o suhconjunto

H={(‘; (1)) |a,beR,a>0},

¢ um subgrupo de Lie de GL(2,R).

. Seja G um grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie g. Dado um ideal h C g, mostre que

H = (exp(h)) & um subgrupo normal de G. Supondo G simplesmente conexo, mostre que H &
fechado.

. Considere o subgrupo de Lie de GL(3,1R) definido por
1 z y
H={ 01 = m,y,ze]R}.
0 01

(a) Determine a dlgebra de Lie de H;
(b) Denotando por b a dlgebra de Lie de H, mostre que exp: h — H € um difeomorfismo.

. Sejam G um grupo de Lie com dlgebrade Lie ge

Z(Go)={gGG|Vh€G0, gh=hg}
o centralizador da componente conexa da identidade Gy de G. Mostre que Z(Go) = ker(Ad),
onde Ad: G — GL(g) é a representagdo adjunta de G.



Exame de Qualificacao

MM425 - Anélise Funcional
24 de Julho de 2023

Nome: RA:

1. Demonstre as seguintes afirmacoes ou exiba um contra-exemplo:
(a) Considere X um espaco vetorial normado e xz,y € X. Se (f,z)x~x = (f,y)x-x para todo
f € X* entao x = .

(b) Sejam X e Y espagos vetoriais normados e {7}, },eny uma sequéncia de operadores lineares
limitados de X em Y. Se X é Banach e T,x — Tx, para todo = € X, entao existe uma
constante C' > 0 tal que ||T,|| < C para todo n € N.

(c¢) Seja X um espago de Banach separavel. Entao X* é separdvel.

2. Sejam X um espago vetorial normado e M um subespago vetorial de X. Use o teorema de Hahn-
Banach (ou algum de seus coroldrios) para provar que M é fechado com respeito a topologia forte

de X se e somente se M ¢é fechado com respeito a topologia fraca o(X, X*).

3. (a) Enuncie o Teorema do Gréfico Fechado.

(b) Com a ajuda de um exemplo, demostre que as hipiteses deste teorema nao podem ser enfra-

quecidas.

(¢) Sejam X um espaco de Banach e T': X — X* um operador linear tal que
(T, y)x-.x = {Ty, 2)x- x, para todo 7,y € X.

Mostre que T é limitado.

4. Sejam H um espago de Hilbert e {z,,} uma sequéncia em H. Mostre que z,, converge fortemente

a x em H se, e somente se, x,, converge fracamente a x em H e ||z,||g — ||z| a-

5. Considere o operador T": [, = 1,, 1 < p < oo, definido por
T((In)n> = ()\1.731, >\2I2, R ,/\n$n, .. )

onde (A,), C R é uma sequéncia que converge a zero. Determine o(T'), ou seja, o espectro de T
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MM 439 - Algebras de Lie
Exame de Qualificagao de Doutorado
Campinas, 28 de julho de 2023
Periodo: 2023.1

Nome do Aluno(a):

Respostas que nao estiverem acompanhadas de argumentos que as justifiquem nao serao
consideradas. As algebras de Lie aqui consideradas estao sobre o corpo dos complexos e
sao de dimensao finita.

Questao 01: Responda se cada uma das afirmacGes abaixo é verdadeira ou falsa justificando cada
uma de suas respostas.

(a) (1 pt) Toda algebra de Lie soluvel é nilpotente.

(b) (1 pt) Toda &lgebra de Lie redutiva tem uma tnica decomposigao de Levi.

(¢) (1 pt) Seja ® um sistema de raizes. Se «, 8 € ® sao tais que a — 8 € @, entdo («, ) > 0.
)

(d) (1 pt) Seja ¢: L1 — Lo um homomorfismo entre dlgebras de Lie. Se H é uma subdlgebra de

Cartan de L1, entao ¢(H) é uma subalgebra de Cartan de ¢(Ls).
Questao 02:
(a) (0,5 pt) Enuncie o resultado chamado “critério de Cartan”.

(b) (1 pt) Seja L um espago vetorial tridimensional com base {x,y,z}. Mostre que existe unica
estrutura de dlgebra de Lie em L satisfazendo [z,y] = z, [z,2] =y e [y, 2] = 0.

(¢) (0,5 pt) Use o critério de Cartan para concluir que a dlgebra definida no item anterior é soluvel.

Questao 03:

(a) (0,5 pt) Definir dlgebra universal envolvente U(L) de uma dlgebra de Lie L. Enunciar o teorema
de Poincaré, Birkhoff e Witt.

(b) (0,5 pt) Mostre que se L1 e Ly sao algebras de Lie e Ly é imagem homomorfica de Li, entao
U(Lz2) é imagem homomérfica de U(L;).

(¢) (1 pt) Se L é uma &lgebra de Lie de dimesao 2, com base a e b tais que [a,b] = a, descreva uma
base para U(L). Neste caso, mostre que o homomorfismo canonico i: L — U(L) é injetivo (tal
homomorfismo vem da defini¢ao de dlgebra universal envolvente).

Questao 04: Seja E um espago vetorial euclidiano e de dimensao finita.

(a) (0,5 pt) Definir um sistema de raizes ® em E. Definir um sistema de raizes irredutivel.

(b) (1,5 pt) Seja L uma &dlgebra de Lie semisimples com subalgebra de Cartan H e sistema de raizes
®. Mostre que se L é simples se, e somente se, $ é irredutivel.

Boa Proval



