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1. Demonstre as seguintes afirmações ou exiba um contra-exemplo:

(a) Considere X um espaço vetorial normado e x, y ∈ X. Se ⟨f, x⟩X∗,X = ⟨f, y⟩X∗,X para todo

f ∈ X∗ então x = y.

(b) Sejam X e Y espaços vetoriais normados e {Tn}n∈N uma sequência de operadores lineares

limitados de X em Y . Se X é Banach e Tnx → Tx, para todo x ∈ X, então existe uma

constante C > 0 tal que ∥Tn∥ ≤ C para todo n ∈ N.

(c) Seja X um espaço de Banach separável. Então X∗ é separável.

2. Sejam X um espaço vetorial normado e M um subespaço vetorial de X. Use o teorema de Hahn-

Banach (ou algum de seus corolários) para provar que M é fechado com respeito a topologia forte

de X se e somente se M é fechado com respeito a topologia fraca σ(X,X∗).

3. (a) Enuncie o Teorema do Gráfico Fechado.

(b) Com a ajuda de um exemplo, demostre que as hipóteses deste teorema não podem ser enfra-

quecidas.

(c) Sejam X um espaço de Banach e T : X → X∗ um operador linear tal que

⟨Tx, y⟩X∗,X = ⟨Ty, x⟩X∗,X , para todo x, y ∈ X.

Mostre que T é limitado.

4. Sejam H um espaço de Hilbert e {xn} uma sequência em H. Mostre que xn converge fortemente

a x em H se, e somente se, xn converge fracamente a x em H e ∥xn∥H → ∥x∥H .

5. Considere o operador T : lp → lp, 1 ≤ p ≤ ∞, definido por

T ((xn)n) = (λ1x1, λ2x2, . . . , λnxn, . . .)

onde (λn)n ⊂ R é uma sequência que converge a zero. Determine σ(T ), ou seja, o espectro de T .
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Respostas que não estiverem acompanhadas de argumentos que as justifiquem não serão
consideradas. As álgebras de Lie aqui consideradas estão sobre o corpo dos complexos e
são de dimensão finita.

Questão 01: Responda se cada uma das afirmações abaixo é verdadeira ou falsa justificando cada
uma de suas respostas.

(a) (1 pt) Toda álgebra de Lie solúvel é nilpotente.

(b) (1 pt) Toda álgebra de Lie redutiva tem uma única decomposição de Levi.

(c) (1 pt) Seja Φ um sistema de ráızes. Se α, β ∈ Φ são tais que α− β ∈ Φ, então (α, β) > 0.

(d) (1 pt) Seja φ : L1 → L2 um homomorfismo entre álgebras de Lie. Se H é uma subálgebra de
Cartan de L1, então φ(H) é uma subálgebra de Cartan de φ(L2).

Questão 02:

(a) (0,5 pt) Enuncie o resultado chamado “critério de Cartan”.

(b) (1 pt) Seja L um espaço vetorial tridimensional com base {x, y, z}. Mostre que existe única
estrutura de álgebra de Lie em L satisfazendo [x, y] = z, [x, z] = y e [y, z] = 0.

(c) (0,5 pt) Use o critério de Cartan para concluir que a álgebra definida no item anterior é solúvel.

Questão 03:

(a) (0,5 pt) Definir álgebra universal envolvente U(L) de uma álgebra de Lie L. Enunciar o teorema
de Poincaré, Birkhoff e Witt.

(b) (0,5 pt) Mostre que se L1 e L2 são álgebras de Lie e L2 é imagem homomórfica de L1, então
U(L2) é imagem homomórfica de U(L1).

(c) (1 pt) Se L é uma álgebra de Lie de dimesão 2, com base a e b tais que [a, b] = a, descreva uma
base para U(L). Neste caso, mostre que o homomorfismo canônico i : L → U(L) é injetivo (tal
homomorfismo vem da definição de álgebra universal envolvente).

Questão 04: Seja E um espaço vetorial euclidiano e de dimensão finita.

(a) (0,5 pt) Definir um sistema de ráızes Φ em E. Definir um sistema de ráızes irredut́ıvel.

(b) (1,5 pt) Seja L uma álgebra de Lie semisimples com subalgebra de Cartan H e sistema de ráızes
Φ. Mostre que se L é simples se, e somente se, Φ é irredut́ıvel.

Boa Prova!
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