MA-351 1 LISTA DE EXERCICIOS

Assunto: Exemplos de Equacgoes Diferenciais, verificacao de solugao, Equagoes Difer-
enciais de 12 ordem lineares e separaveis e Teorema de Existéncia e Unicidade.

1. Resolva as seguintes equagoes diferenciais

a) y =2ry+x, y0)=1 b) y+3y=x+e™
o) y=(01+z)(1+y) d) y = ;i y(0) = =2
e) y —y=2xey(0) =1 f) ¥ +y=12,9(0)=0

2. Verifique em cada caso se a funcao dada é solucao da equacao diferencial

(a) y"+ 2y =3y = 0; yi(x) = 7, ya(x) = e”.
(b) 2%y +5xy +4y =0, 2 > 0; y1(z) = 272, yo(x) = 27 2In z.

(¢) ¥ —2xy =1; y(x) = em2/0 et dt + e,

3. Determine para que valores de r as equacoes lineares que se seguem tém
solugoes do tipo y(z) = €™

a) y//+yl_6y:O b) yll/_3y//+2ylzo
4. Determine para que valores de r as equacoes lineares que se seguem tém
solugoes do tipo y(x) = " para > 0
a) 22y +4xy +2y=0 b) 2%y —4dxy +4y =0
5. Verifique, para cada uma das equagoes diferenciais parciais que se seguem, se
a funcao dada é uma solucao

(&) Upy +uyy, =0;  uy(z,y) = coszcoshy, wus(z,y)=In(z*+ y?)

—a2\2t

(b) w = a*uge; wi(2,t) = e tsine, us(x,t) =e sin Az, A constante

real.

(c) uy = a*uze;  wi(x,t) = sin\wsin \at, us(z,t) = sin(z — at), A\ uma
constante real.

6. Verifique, para cada uma das equacoes diferenciais parciais que se seguem, se
a funcao dada é uma solucao

(8) Ups + Uy + s = 05 u = (22 +y% +22)77, (2,9, 2) % (0,0,0)



10.

(b)
()

(a)

2
1 T
U = Uy, U= (T)ze %, t >0

Uy = @*Uze; u = f(z —at) + g(x + at), onde f e g sao fungdes duas
vézes derivaveis.

Calcule a derivada de
t
x(t) = etQ/ e ds
0

determine uma equagao diferencial linear, e a condicao inicial, que z(t)
satisfaz

Mostre que y = (1 — x?)~! ¢ uma solucao do problema de valor inicial
y = 2xy?, y(0) = 1. Em que intervalo esta solugao ¢ valida? A equagao
diferencial deixa de ser valida em algum lugar?

Mostre que y = [2(z + ¢)] "2, onde ¢ é uma constante arbitréria, satisfaz
A equacao diferencial 3 + y* = 0.

Ache a solugdo que satisfaca a condigao inicial y(1) = 2. Onde esta
solucao é valida? Note que y = 0 é também solucao da equacao difer-
encial, mas que esta solugao nao pode ser obtida atribuindo-se um valor
para ¢ na férmula acima.

Determine a regiao do plano xy na qual a equacao

y=1+Vr—y
tem existéncia e unicidade de solugao
Verifique se o grafico de

ylzx—(C—%)Q

estd na regiao de existéncia e unicidade determinada no item (a)

Verifique se y;(z) é solugao da equagdo para todo = € IR? Se nao for,
qual é o seu intervalo de definicao?

A funcao yo(x) = z satisfaz a equagao, para todo z, e coincide com y; ()
para x = 2C. Por que isto nao contraria o Teorema de Existéncia e
Unicidade?

Verifique que y(z) =1 —x e ya(x) = —% sao ambas solugoes do prob-
lema de valor inicial y' = [—z + (22 + 4y)z], y(2) = —1. Onde essas
solugoes sao validas?

Explique porque a existéncia de duas solugoes com a mesma condig¢ao
inicial nao contraria o teorema de unicidade.



11.

12.

13.

(c) Resolva a equagao diferencial do ftem (a). Sugestao: faca x* + 4y =
2%,z > 0. Verifique se a sua resposta pode escrita como y(z) = C(z+C).
As solugdes 1, e yo do item (a) estao incluidas nesta expressao?

(d) Faga um gréfico contendo a regido de existéncia e unicidade de solugao e
os graficos das solugoes.

(a) Verifique se o TEU garante existéncia e unicidade de solugao para o prob-
lema de valor inicial 3’ = |y|'/2, (0) = 0.

(b) Verifique se

fi@=0? x>
y= 0, x <c,

onde ¢ é uma constante positiva arbitraria, sao solucoes do problema de
valor inicial acima.

(¢) Qual é o problema de valor inicial que se obtém trocando a variavel x por
—z no do {tem (a)

Seja f : IR — IR de classe C! e positiva. Se a equagio ¥’ = f(y), tem solugio
que nao estd definida para todos os valores de x. Por exemplo se y(x), esta
definida somente no intervalo (—oo,b), com b finito, entdo devemos ter

lilil_ y(z) = 4o0.
Neste caso, dizemos que a equagao tem ”blow up” (a solucao vai para infinito
para z finito). Por exemplo o PVI y = 42, y(1) = 1 tem solugao y = 1/(2—x)
que estd definida em (—o0,2).
Mostre que se
o f(y)

entdo a equagao ¢y’ = f(y) nao tem blow up.

Para cada uma das seguintes equagoes diferenciais, determine o padrao geral
das curvas integrais por uma consideracao do campo de direcoes. Seja y =
¢(x; yo) a solugao correspondente a condigao inicial y(0) = yo. Para que valores
de yo o limite lim, ., ., ¢(x, 7o) é finito? Calcule esse limite nesses casos.

a) y =—-y(l+y°) b

v =y(l-v°)
oy=>0-y)2-y) d y=e¢

y—oy*, c>0ee>0.



