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. Dadas X;,X5---, X, iid, defina a estatistica T, = \/ﬁ% onde X = # e S2 =
n Y2

27:17(1%){) Para rejeitar Hy : i = 19 ao nivel a é requerido que P(|T),,| > to) < a onde ¢

é 0 @/2 quantil da distribui¢do Normal padrao.

Inspecionar o desempenho da regra de decisao em fun¢ao do aumento do tamanho amostral

n comparando os seguintes supostos:

i X;~N(u,02),i=1,---,n;

il. X; ~Exp(a),a>0,i=1,---,n.

. Dadas X3, X5 - -+ , X, i.i.d e distribui¢do acumulada G (X; ~ G). Seja M,, = max{Xy, -+, X, }
e F, a distribuicao acumulada de M,,. Mostre as seguintes convergéncias fracas,

F.(apz +b,) = F(x),Vz

ponto de continuidade de F)

i. Gz)=1—e 2" Vo, F(z)=e"° " ,Vz, ap, = 1, b, = a~'log(n), a > 0.

0 sex<1 (){ 0 sex<0

ii = = —plle p —
ii. G(x) {1—95_”‘ Sesc>1’Fx exp(—z~*) sex >0 » =0, by =0,

a>0.
0 sex<0 o
= —(—=) <
iii. Gz)={ 1-(1-2)* se0<z<1 ,F(x)—{ € . Sex;g a, =n-Ve,
1 sexz>1 se
b, =1, a>0.
. Dadas X1, X5+ ,X, iid tais que P(Xy = 1) = P(Xy = —1) = % Denote por F,, a

distribuicao acumulada de % onde S, = Y | X;, denote ainda por A a distribui¢do degen-
erada em 0.
E valida a seguinte relagao?

S,
F, = A se, e somente se P(|—n| > e) — 0,Ve > 0, quando n — oo.
n

. Demonstre os seguintes resultados,

i. Se F,, = F, {b,} é nado limitada, entdo F,(a,x + b,) ndo converge fracamente, para
arbitraria sequencia {a,, }.

ii. Se F,(z) = F(x) e Fy(apz + b,) = G(z) onde F e G sao nao degeneradas, entao
0 < inf{a,} < sup{a,} < 0o, sup{|b,|} < 0.

. Consisténcia. Defina (i) consisténcia em probabilidade e (ii) consisténcia uniforme, apresente
exemplos para tais conceitos. Prove:
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i. Dada {Z,,}, uma sequéncia de varidveis e Z; um valor constante. Se Z, —P 7, quando
n — 00, g é uma funcio continua em Zy, entdo g(Z) =% g(Zy), quando n — co. Ou
seja a consisténcia em probabilidade é preservada por continuidade.

ii. Seja X uma varigverl aleatdria, ndo negativa, f : R — R, crescente tal que E(f(X)) < oo.
Entao, Va € R, f(a)P(X > a) < E(f(X)).
a. Identifique a desigualdade em questdo se: f(z) = |z|¥,a > 0.

b. Identifique a funcao f e a varidvel sobre a qual é considerada a desigualdade de
modo a obter a desigualdade de Chebyshev: P(|X —E(X)| > a) < V%Q(X)

c. Identifique a funcao f que aplicada na varidvel X de média p e varidncia o2, sobre
a qual é considerada a desigualdade, garante a relacdo: P(|X — u| > ao) < ch?

Seja P = {p = (p1,---,pk) 1 0<p; <11 <j< k,Z;?:lpj = 1}. Suponha que p; =
Prob(X; = z;) onde z; é a categoria j entre as possiveis k categorias. Considere uma amostra
de tamanho n, e seja IN; o total de objetos observados na categoria j, assim p; = %,j =
1,--+ k. Dada uma aplicacao ¢ : P — R®, continua. Entdo, ¢, = ¢(pn) é uniformemente
counsistente para ¢(p), onde p, = (p1,- -, Pr)-

Considere X(w) = 0Vw € [0,1], defina X, (w) = n? se w € [0,1] e X,,(w) = 0 quando
w € (£,1]. (i) Xn(w) - X(w) quando n — oo ?. (ii) E(X,) — E(X), quando n — oo 7.
Comente os achados.

Sejam X e {X,} vetores aleatdérios no memso espaco, X,, = X (convergéncia fraca-notagao
alternativa), entdo se f é continua e limitada, E(f(X,)) — E(f(X)).

Seja {X,,} uma sequéncia de vetores ateatérios em R¥. (i) Se X,, = X, entdo {X,} é uni-
formemente tight. (ii) Se {X,,} é uniformemente tight, entdo existe uma subsequéncia {n;}
de {n} tal que X,,;, = X, quando j — oo, para algum X vetor limite.

Dadas as sequéncias {X,}, {Yn} e {R,} dizemos que (i) X,, = o0,(1) se X,, =¥ 0; (ii)
X, = Op(1) se {X,,} é uniformemente tight; (iii) X,, = 0,(R,) se X,, = Y, R, e Y,, =¥ 0;
(iv) Xp = Op(Ry) se X, =Y, R, e Y,, = O,(1). Prove:
(1) 4 0p(1) = 0p(1);
(1) + Op(1) = Op(1);
iii. Op(1)op(1) = o0p(1);
iv. (1+0,(1))7t =0,(1);
v. 0p(Rp) = Rpop(1);
vi. Op(Ry) = RnOp(1);
vii. 0,(0p(1)) = 0p(1).

Dada uma sequéncia de varidveis aleatérias {Y;,} e uma constante c.

i.

Op
ii. o,

i. Demonstre que se E(Y,, — ¢)? — 0, quando n — oo, entdo Y,, =¥ ¢, quando n — oco.
ii. Exemplifique o fato seguinte: Y,, =¥ ¢, nao implica (i) E(Y,)? — cou (i) E(Y;, —¢)? —
0.

iii Prove que se existe um valor M > 0 : P(]Y,, — c¢| < M) = 1 para todo n e Y,, =% ¢,
entao: (i) E(Y,)? — ce (i) E(Y,, —¢)? = 0.

b o .
Prove que n* = 0(e®""), para valores a e b positivos.

n
Prove que (1 + 2+ 0(%)) — €€ quando n — oo.

Prove que se a,, < b,, entdo ca, < b, Ve # 0.

Seja a, = % + R, onde R,, = n—\b/ﬁ + 5+ #. Prove:



i Rnrv# se e somente se b=0e c=1;
ii. Rnx# se e somente se b =0 e ¢ # 0;
ii. R, = O(n—lz) se e somente se b = 0;

iv. R, =o(-) se e somente se b =c = 0.

1 M-estimadores

16. Familias de Locagao- Escala.

a. Mostre que as seguintes distribuicoes sao familias de Loca¢do: (1)N(u,o?), o2 conhecido;
(ii) Cauchy(u,1) onde a densidade é f(z;pu) = %m, (iii) Unif(6 — %, 6+ ).

b. Mostre que as seguintes distribuigoes sio familias de Escala: (i) N(0,02); (ii) Exp(\);
(i) Unif(0, 26).

c. Mostre que as seguintes distribuigoes sao familias de Loca¢do-Escala: (i) N(p,0?); (i)
E2(p, o) onde a densidade é dada por f(z;u,0) = ie"%H (iii) Cauchy(p,02) onde a
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densidade é f(z;u,0) = EW

17. Considere o modelo x; = p + ou; onde u;,i = 1,--- ,n sao i.i.d. com distribuicao F, e F é
dada pela seguinte forma: F' = (1 —€)® + eF™*, sendo ® a distribuigdo acumulada da N(0,1).

a. Fixe diferentes valores de € e fixe a F* na Exponencial ()), variando a taxa A. Simule
valores de x;. Se o objetivo é estimar y compare o desempenho de dois estimadores: T
e a mediana{xy, - ,x,}.

b. Fixe diferentes valores de € e fixe a F* na Uniforme, variando o intervalo. Simule
valores de x;. Se o objetivo é estimar y compare o desempenho de dois estimadores: T
e a mediana{xy, - ,x,}.

18. Considere as seguintes bases de dados (considere elas marginalmente).

Table 1: Observagoes do indice Dow Jones. Perfodo: 16/08/2001-29/09/2001

10.39 | 10.24 | 10.32 | 10.17 | 10.28 | 10.23 | 10.42 | 10.38 | 10.22 | 10.1
9.92 | 995 | 999 | 10.03 | 9.84 | 9.61 | 892 | 890 | 8.76 | 8.38

Assuma o seguinte modelo x; = u + ou;,i = 1,--- ,n. Compute o M-estimador de locagao,
de Huber em cada caso apresentado nas tabelas, explore os seguintes valores de k, k =
1,1.5,2,2.5. Determine o valor do Median Absolute Deviation MAD para cada situacdo e
inspecione seus resultados com base no boxplot dos dados.

19. No contexto do exercicio anterior compare o M-estimador de locacao de Huber com o esti-
mador de maxima verossimilhanca e com a mediana.



Table 2: Observagoes da cidade de New York, ano 1973.

Ozonio | Radiagao Solar | Vento | Temperatura
91 189 4.6 93
47 95 74 87
32 92 15.5 84
20 252 10.9 80
23 220 10.3 78
21 230 10.9 75
24 259 9.7 73
44 236 14.9 81
21 259 15.5 76
28 238 6.3 7
9 24 10.9 71
13 112 11.5 71
46 237 6.9 78
18 224 13.8 67
13 27 10.3 76
24 238 10.3 68
16 201 8.0 82
13 238 12.6 64
23 14 9.2 71
36 139 10.3 81
7 49 10.3 69

Table 3: Medigbes, em minutos de espera até a préxima erupcao do géiser Old Faithful em Yellow-
stone National Park, Wyoming, USA.

79 [51 [ 2078 [69 |74 [83[55[76 [78[79[73[77[66]80[74]52[48[80]59][90]80

2 Para Entregar

20. Considere cada uma das distribuicoes listadas a seguir.

a. Postule uma situagdo (G,) tal que G,, = F. Onde F' é:

i. Gumbel: F(z)=e¢"¢ """, a >0, —00 < x < 00;

<
ii. Fréchet: F(x) = { exp(—x_o‘? 22 i > 8 , a>0.
—(=x)* g
jii. Weibull: F(z) = { e § 8 L a>0.

b. Prove que a classe de distribuicoes extremais é dada pelos tipos anteriormente listados
i, ii e iii.
c. Apresente as formas nao padrao de i, ii e iii.

d. Existe alguma forma analitica que permite unificar i., ii. e iii. numa tnica expressao ?

e. Apresente uma aplicacao real usando uma dessas familias.
21. Determine a funcao caracteristica das seguintes distribuigoes:

i. Distribuigao de Laplace f(z) = %M
ii. Distribuigido de Cauchy f(z) =

, —00 < x < 00.

1
m, -0 < T < o0,
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iii. Distribui¢do Normal f(x) = , —00 < T < 00.
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