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Introducao

Dada a funcao

0 se x<0
f(x):{2e_2X se x>0

(a) Mostre que esta é uma f.d.p.
(b) Calcule a probabilidade de X > 10.

Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Basica 52 edicdo, pag 166.
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Introducao

(a) Uma f.d.p. deve satisfazer as seguintes propriedades:
(i) f(x) > 0 para todo x € R.
(i) [ f(x)dx =1

Note que e é positiva para qualquer x, e consequentemente
2e~2¥. Resta mostrar que sua integral é 1. Mas sabemos a
antiderivada de 2e72*:

/262de = e X
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Introducao

(a) (cont.) Note que a fungdo estd definida para x > 0; para
x < 0, ela é 0. Ent3o a integral é

[e's) 0 00
/ f(x)dx = / Odx + / 2e X dx =
—00 —0o0 0

= [—e‘zx]oo = lim —e % — (—e_o) =1

(b) A probabilidade é dada por:

* 1
P(X > 10) = / 2ePdx = lim —e 2 — (—e 210) — L

10 X—>00
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Introducao

Uma variadvel aleatéria X tem distribuicdo triangular no intervalo
[0, 1] se sua f.d.p. for dada por

0 se x<0
_ Cx se 0<x<1/2
FOI=90 ci—x) se 1/2<x<1
0 se x>1

(a) Qual valor deve ter a constante C?

(b) Faga o gréfico de f(x).

(c) Determine P(X <1/2), P(X >1/2) e P(1/4 < X < 3/4).
Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Basica 52 edi¢do, pag 166.
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Introducao

(a) Devemos escolher C de modo que f(x) satisfaga
(i) f(x) > 0 para todo x € R.
(i) [75 f(x)dx =1
Por (i), temos que C > 0. Agora, para que C satisfaga (ii),
devemos integrar f(x):

00 0 1/2 1 00
/ f(x)dx _/ Odx+ Cxdx+ C(l—x)dx—i—/ 0dx
—o0 —o0 0 1/2 1

1/2 X2 1/2 X2 1
= C/ xdx+C 1 —x)dx = C [} + [x - }
2 ]o 2 112

1 1 1 1 1
—Cc(z41-2-Z+)=cC.-=- igual a 4.
C<8+ > 2+8> C 4:>Cdeveser|gua a
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Introducao

(b) O gréfico de f(x) é dado por:

f(x)
20

15+

10+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
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Introducao

(c) Para encontrarmos as probabilidades dos eventos, basta
integrar nas regides correspondentes:

P(X <1/2) = /01/2 f(x)dx = /01/2 Axdx =1/2

Note que P(X >1/2)=1-P(X <1/2)=1-1/2=1/2.
3/4

P(1/4 < X < 3/4) = / F(x)dx
1/4

1/2 3/4 3
= / Axdx —i—/ 4(1 — x)dx = -
1/4 1/2 4
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Exemplo

Calcule a esperanca, a variancia e a f.d.a. da varidvel aleatéria X
com a densidade triangular em [0, 1].
Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Basica 57 edicdo, pag 171.
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Basta aplicar as definicdes de valor esperado e variancia:

E(X) = / " xf(x)dx = /0 Pt /1 " ax(1 - x)dx

—o0 /2

4XT/2 [2 ) L
— + | zx (3—2X)] ==
[ 3 Jo 3 12 2
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Var(X) = / oo(x — E(X))?f(x)dx =

—00

1/2 1 2 1 1 2
/ 4(X—> de—|—/ 4<X—> (1—x)dx =
0 2 1/2 2

4 1,12 3 ! 1
[x4 — X3+ x2} + [—x4 + § — §x2 + x] = —
1/2
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Considere que a varidvel aleatéria X tem f.d.p.

F(x) = 3x2 se —1<x<0
- 0 caso contrario

(a) Se b for um nimero que satisfaz —1 < b < 0, calcule
P(X > b|X < b/2).
(b) Calcule E(X) e Var(X).

Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Béasica 52 edi¢do, pag 171.
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

(a) Queremos P(X > b|X < b/2). Por defini¢ao,

P(X > b,X <b/2) P(b<X<b/2)

P(X > b|X < b/2) = P(X <b/2) P(X<b/2)

onde o evento {X > b, X < b/2} ={X > b} N{X < b/2},
dai a segunda igualdade. Basta agora encontrar as
probabilidades:

b/2 3
Po<X<b2)= [ sld= [} =7 -5
b
b/2 b/2 b3

P(X<b/2)—/ 3X2dX:[x3]_1:1_|_§
-1
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

(a) (cont.) Note que b é negativo mas maior que -1, entdo
1+ b3/8 €]0,1]. Temos portanto:

7_b

PX<b2)  14E
(b) Aplicando a defini¢go:
E(X)—/O3x3dx—3 [x4]0 -3
. L s

0 3\? 3
Var(X):/13<x+4> x2dx:%
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

A demanda didria de arroz num supermercado, em centenas de

quilos, é uma v.a. com f.d.p.

0 se

2x/3 se
—x/34+1 se
0 se

f(x) =

x <0
0<x<«1
1<x<3
x >3
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Exemplo (cont.)

(a) Qual a probabilidade de se vender mais do que 150 kg, num
dia escolhido ao acaso?

(b) Em 30 dias, quanto o gerente do supermercado espera vender?

(c) Qual a quantidade de arroz que deve ser deixada a
disposiocdo dos clientes diariamente para que ndo falte arroz
em 95% dos dias?

Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Béasica 52 edicdo, pag 172.
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

(a) Basta integrar a fun¢do no intervalo adequado. Temos que
150kg é 1,5 em centenas de quilos, logo o evento que nos
interessa é {X > 1,5}.

3 213
P(X > 1,5):/ 1— Zdx = [X—X] = 0,375
15 3 6 15

(b) Seja Xi,Xa,...,X30 os trinta dias, independentes e
identicamente distribuidos, ent3o

30 30
E (Zx;) => E(X)
=1 =1
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

(b) (cont.) Mas E (X;) é dada por:

E(X;) = /01§x2dx+/13x (1— g) dx = g
Dai temos que
30 4
E(I;X,) =305 =40

Portanto o supermercado vende, em média, 4 toneladas de
arroz por més.



Aula de Exercicios - Varidveis Aleatérias Continuas

Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

(c) Queremos uma quantidade de arroz m que satisfaca
P(X < m) =0,95, isto é [ f(x) = 0,95

1/3
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

(c) (cont.) vemos portanto que a quantidade m é uma das raizes
da equagdo de segundo grau:
87
2
—6 — =0
m m + 10
que tem solugdes 0,1 - (30 — +/30) e 0,1 - (30 + v/30), ou
aproximadamente 2,45228 e 3,54772. Como a variavel
aleatdria estd definida em x € [0, 3] e é zero fora do intervalo,
tomamos a primeira solucdo, m = 2,45228.

Logo o supermercado precisa de aproximadamente 245kg de
arroz para que nio falte arroz em 95% dos dias.
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Exemplo

Suponha que X tenha f.d.p dada por

f(x):{ 0 se x<0

2e % se x>0

Calcule E(X) e Var(X).
Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Béasica 52 edicdo, pag 172.
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Basta aplicar a definicao. Note que devemos utilizar integracao por
partes para determinar a antiderivada:

E(X) = / h xf(x)dx = /0 " oxe2dx

—00

Tomando u = x e dv = 2e 2Xdx, temos du = dx e v = —e X, e
al

o 00 x
/ 2xe X dx = [—xe_zx]o —/ —e dx
0 0
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Ou seja

X—00

o0 o
/ 2xe dx = — lim xe2X+/ e X dx
0 0
Posto que — limy_o0 xe~2X & 0, temos

E(X) :/0 2xe™ X dx :/0 e Xdx = 5 [—672)(]80 =5
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Para a variancia, novamente aplicamos a definic3o:

Var(X) = /OO (x — E(X))2F(x)dx = /oo <x _ ;)2 2e 2 d

—00 0

00 1 2 0o 2
/ <x — ) e XXdx = / 2x%e7 — 2xe™ + ZeXdx
0 2 0 4

=E(X)=1/2 =1/4

Ve

o0 o0 o 1
—/ 2x2e_2de—/ 2xe_2xdx—|—/ e X dx
0 0 0 2
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Queremos integrar = fooo2x2e_zxdx por partes. Note que u = x° e

dv = 2e72*dx, ento du = 2xdx e v = —e~2*, logo
oo . o0
/ 2x%e X dx = [—x2e_2x]0 —/ —2xe~Xdx
0 0
o 1
/ 2x%e¥dx = lim —x?e > + E(X) =
0 X—00 2

E portanto

1
Var(X):E—f—l—f:
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Média, Variancia & Funcdo de Distribuicao Acumulada

Uma observacdo: a variavel aleatéria X com densidade
f(x) = Ae™™, com \ > 0, é dita ter distribuicio exponencial com
pardmetro A. A notagdo é X ~ exp(\).

Se X ~ exp()), entdo

E(X) =
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Uma Aplicacao

Numa determinada localidade, a distribuigdo de renda (em
milhares de reais) é uma v.a. X com f.d.p.

0 se x<0
l—lox—i-lfl0 se 0<x<2
3 9

—20X + 55 S€ 2<x<6

0 se x>0

f(x) =
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Uma Aplicacao

Exemplo (cont.)

(a) Qual a renda média nessa localidade?

(b) Escolhida uma pessoa ao acaso, qual a probabilidade de sua
renda ser superior a $3.000,007

(c) Qual a mediana da varidvel?

Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Basica 57 edigdo, pag 194.
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Uma Aplicacao

(a) Aplicando a definicdo de média:

2 6
11 9 3 37
E(X) = Skt —)d 9 3 Vw3
(%) /0X<10X+10> X+/2X<2o 40X>X 15

Ou seja, a renda média é de $2.466,66.

(b) Queremos P(X > 3), basta tomarmos a integral na regido
correspondente ao evento:

679 3 27
P(X > 3) = = Zx)dx= =L =0,3375
(X>3) /3<20 40X> g
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Uma Aplicacao

(c) A mediana de uma variavel aleatéria continua é m, solugdo da
equacao

/ " f(x)dx = 05

—o0
Ou, considerando a fung¢do de distribuicdo acumulada,
m = F~1(0,5). Note primeiro que P(X € [0,2]) é dada por

x?2 x2_4+2 2
20 10 5

P(X €0,2]) X XX -
€1[0,2]) = / x—l— 20+100
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Uma Aplicacao

(c) (cont.) P(X €[0,2]) =2/5 nos diz que F(x) ndo acumulou
0,5 até 2; de fato, F(2) = 2/5. Entdo a mediana estd no
intervalo [2,6]. Queremos portanto solucionar a equagdo

2+/m93 dx = L
5 ), \20 20°) 72

80 20 20 80 10



Aula de Exercicios - Varidveis Aleatérias Continuas

Uma Aplicacao

(c) Temos finalmente que a mediana é a solugdo factivel da
equacgao

—3m? +36m — 68 =0

Que tem raizes m; = 2/3(9 — 1/30) e mo = 2/3(9 + +/30), ou
aproximadamente 235 e 965, respectivamente. Como sé a
primeira raiz estd no intervalo em que a densidade é diferente
de zero, e de fato F(2,35) = 0,5 enquanto F(9,65) = 1,
temos que

Mediana(X) = 2,35



