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Nesse artigo discutimos sob um ponto de vista geom�etrico a teoria n~ao-relativ��stica do

el�etron, dentro do contexto da chamada teoria de Pauli. Introduzimos e discutimos o con-

ceito de spinor de Pauli atrav�es do que chamamos �algebra geom�etrica, no caso do espa�co

euclideano tridimensional. Mostramos como esta �algebra introduzida por Cli�ord sintetiza

e uni�ca os quat�ernions de Hamilton e a �algebra de extens~ao de Grassmann, e discuti-

mos a sua rela�c~ao com a �algebra vetorial de Gibbs, mostrando que esta �ultima apresenta

s�erias incoerências. O conceito de spinor aparece dentro da �algebra geom�etrica com uma

clara interpreta�c~ao geom�etrica, o que nos permite esclarecer v�arias quest~oes relacionadas a

este objeto, em particular a quest~ao da transforma�c~ao ativa. Finalmente, mostramos como

escrever a equa�c~ao de Pauli na �algebra geom�etrica, e deduzimos dessa equa�c~ao algumas im-

portantes rela�c~oes entre observ�aveis, em particular a express~ao para o chamado potencial

quântico.

I. Introdu�c~ao

Os fundamentos da Mecânica Quântica (MQ) sem-

pre se mostraram um assunto fascinante e intrigante.

Longe de uma palavra �nal, os problemas de fundamen-

tos permanecem, e inclusive provocaram controv�ersias

mesmo entre os fundadores da MQ. No que se re-

fere aos fundamentos da MQ, a quase totalidade das

quest~oes �e introduzida e discutida, pelo menos nos

livros-texto padr~oes, dentro do que chamaremos teo-

ria de Schr�odinger. A pr�opria discuss~ao da teoria de

Schr�odinger emerge ap�os uma an�alise de problemas tais

como a lei de radia�c~ao de Planck, o efeito fotoel�etrico,

o �atomo de Bohr, etc, seguindo uma linha hist�orica.

Por outro lado, t~ao importante quanto as ex-

periências e fatos que levaram �a formula�c~ao da teo-

ria de Schr�odinger foi a experiência de Stern & Ger-

lach. A conclus~ao que hoje tiramos da experiência de

Stern & Gerlach �e que a teoria de Schr�odinger �e in-

completa. Para levarmos em considera�c~ao o grau de li-

berdade denominado spin devemos considerar a teoria

de Pauli, onde substitu��mos uma fun�c~ao complexa (a

fun�c~ao de onda) por um objeto chamado campo spino-

ral e a equa�c~ao de Schr�odinger pela chamada equa�c~ao

de Pauli. A experiência de Stern & Gerlach sem d�uvida

nos mostra a inadequa�c~ao de certos conceitos cl�assicos,

e por isso mesmo �e tomada como ponto de partida em

certos textos modernos [1].

O fato �e que a teoria de Pauli �e apenas super�cial-

mente discutida dentro da literatura padr~ao da MQ. Se

nos permitirmos �a uma pequena especula�c~ao, talvez a

origem desse \esquecimento" da teoria de Pauli tenha

sido o advento da teoria de Dirac. O m�erito da teoria de

Dirac �e ineg�avel, mas o que ocorre �e que uma vez sendo

uma teoria relativ��stica e por naturalmente se utilizar

do conceito de spinor ela sugere interpreta�c~oes comple-

tamente equivocadas como a que o \spin �e um grau de

liberdade de origem relativ��stica".

Os equ��vocos com rela�c~ao �a interpreta�c~ao do que

�e spin n~ao se limitam, entretanto, ao referido acima.

Uma vez que as teorias de Pauli e de Dirac se utili-

zam de um objeto matem�atico chamado spinor, que

em nenhum momento aparece nas apresenta�c~oes usu-

ais da Mecânica Cl�assica, sugere-se tamb�em equivo-
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cadamente que o \spin �e um grau de liberdade sem

an�alogo cl�assico". De fato, hoje conhecemos v�arios mo-

delos cl�assicos de part��culas com spin [2]. Al�em disso,

a nomenclatura n~ao apenas \n~ao ajuda", mas sobre-

tudo \atrapalha". N~ao devemos pensar, como espe-

ramos mostrar nesse artigo, que h�a alguma rela�c~ao a

priori entre spin e spinor . Esse �e um equ��voco muito

maior do ponto de vista f��sico do que matem�atico.

No que se refere ao que chamamos spin hoje sabe-

mos que o seu aspecto verdadeiramente \n~ao-cl�assico"

est�a relacionado com o chamado teorema spin { es-

tat��stica, ou seja, part��culas com spin semi-inteiro obe-

decem �a estat��stica de Fermi-Dirac e part��culas com

spin inteiro obedecem �a estat��stica de Bose-Einstein.

No que se refere ao spin dentro de teorias de \primeira

quantiza�c~ao" como as de Pauli ou de Dirac, o que po-

demos realmente dizer, se formos honestos, �e que ainda

sabemos pouco, ou quase nada, acerca do seu signi�-

cado.

Talvez a origem dos equ��vocos mencionados acima,

para n~ao dizer de outros que n~ao discutiremos, es-

teja no pouco conhecimento de uma Matem�atica que

remonta ao s�eculo passado. Isso n~ao nos deve cau-

sar surpresa uma vez que mesmo a teoria de matri-

zes era pouco conhecida dos f��sicos quando do advento

da MQ, o que provavelmente levou �a uma certa pre-

ferência pela teoria de Schr�odinger sobre a equivalente

Mecânica das matrizes de Born, Heisenberg e Jordan.

A Matem�atica a que estamos nos referindo emergiu no

ano de 1844 atrav�es dos trabalhos de Hamilton e Gras-

smann. Naquele ano Hamilton introduziu os chamados

quat�ernions, enquanto Grassmann introduziu a �algebra

de extens~ao [Ausdehnungslehre].

�A primeira vista n~ao havia nenhuma rela�c~ao apa-

rente entre os trabalhos de Hamilton e Grassmann.

Al�em disso, Hamilton j�a era um matem�atico famoso

naquele tempo, o que contribuiu para que uma grande

aten�c~ao fosse dada aos quat�ernions, enquanto o traba-

lho de Grassmann permanecia em uma relativa obscu-

ridade. Os quat�ernions constituem-se em uma genera-

liza�c~ao dos n�umeros complexos, de modo que enquanto

os complexos mostram-se um sistema adequado aos pro-

blemas envolvendo o plano euclideano, os quat�ernions

mostram-se um sistema adequado aos problemas en-

volvendo o espa�co euclideano. Em fun�c~ao disso v�arias

aplica�c~oes dos quat�ernions em Mecânica e Eletromag-

netismo Cl�assicos se mostraram naturais e poderosas.

Inclusive Maxwell, em seu famoso tratado [3], considera

os quat�ernions.

�E fato que id�eias novas quase sempre encontram

uma resistência inicial, e os quat�ernions n~ao fugiram

�a essa regra. A disputa entre adeptos e cr��ticos dos

quat�ernions n~ao apenas n~ao levou a nada frut��fero,

como tamb�em desviou a aten�c~ao do sistema de Grass-

mann. Ali�as, foram poucos como Grassmann que en-

tenderam o conceito de vetor no sentido em que esse

objeto se de�ne pelas rela�c~oes que ele satisfaz, e n~ao

pela sua natureza em si.

Dotado desse sentido de abstra�c~ao, Grassmann foi

capaz de formular um sistema poderoso, elegante e ge-

ral, adequado sobretudo �a descri�c~ao de geometrias a�m

e projetiva em espa�cos arbitr�arios. J�a o sistema de Ha-

milton se mostrava adequado �a uma geometria ortogo-

nal { que sem d�uvida �e a mais importante em F��sica

{ mas apenas dentro do espa�co euclideano tridimensi-

onal. Ora, a quest~ao natural que podemos colocar �e

se seria poss��vel sintetizar as vantagens dos sistemas de

Hamilton e Grassmann em um �unico sistema que se

mostre adequado �a geometria ortogonal de um espa�co

arbitr�ario.

Em 1886 Gibbs tentou uni�car esses sistemas na-

quele hoje denominado �algebra vetorial. O que se se-

guiu foi uma divis~ao entre os defensores da �algebra de

Gibbs de um lado e os de Hamilton do outro, e como

podemos constatar em qualquer livro de F��sica B�asica,

a �algebra vetorial de Gibbs acabou se estabelecendo.

Na nossa opini~ao, isso foi de uma grande infelicidade

para a F��sica, sobretudo em fun�c~ao do advento da MQ.

Se estudarmos os trabalhos de Hamilton e de Grass-

mann, e da�� o de Gibbs, veremos que a �algebra vetorial

de Gibbs nada mais �e do que um apanhado de conceitos

disfar�cado sobre o manto de uma nota�c~ao falaciosa. A

�algebra vetorial de Gibbs al�em de n~ao ser uma genera-

liza�c~ao dos sistemas de Hamilton e Grassmann uma vez

que s�o funciona no espa�co tridimensional, tamb�em sofre

de de�ciências internas ausentes naqueles sistemas. De

fato, em uma estrutura fechada, o resultado de qual-

quer opera�c~ao sobre elementos dados deve ser um ele-

mento da mesma estrutura, e isto n~ao ocorre, por exem-

plo, com o produto vetorial dentro da �algebra de Gibbs

onde o resultado do produto vetorial de dois vetores
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n~ao �e um vetor, fato este remendado pela denomina�c~ao

pseudo-vetor ao resultado deste produto vetorial.

A verdadeira s��ntese e generaliza�c~ao dos sistemas

de Hamilton e Grassmann foi obtida por Cli�ord em

1878, atrav�es do que ele denominou �algebra geom�etrica

{ e que atualmente denominamos �algebra de Cli�ord.

�E preciso observarmos, entretanto, que outros nomes

haviam de uma maneira ou de outra tocado neste as-

sunto. Em particular, podemos citar Euler, Rodrigues

e Lipschitz, al�em dos pr�oprios Hamilton e Grassmann,

e inclusive Leibnitz. Posteriormente Pauli e Dirac in-

troduziram essa estrutura dentro da F��sica.

O grande achado de Cli�ord foi essencialmente in-

troduzir o an�alogo do produto quaterniônico dentro da

estrutura da �algebra de Grassmann, obtendo assim um

sistema naturalmente adaptado �a geometria ortogonal

de um espa�co arbitr�ario. Al�em de poderosa e natu-

ral, a �algebra de Cli�ord n~ao apresenta as incoerências

da �algebra vetorial de Gibbs { na verdade as corrige

{ e traz em si conceitos adequados para a formula�c~ao

da MQ. Em nossa opini~ao, tivessem os quat�ernions, e

da�� a sua generaliza�c~ao natural que s~ao as �algebras de

Cli�ord, prevalecido sobre a �algebra vetorial de Gibbs,

possivelmente tal teria um grande efeito sobre a nossa

compreens~ao dos fundamentos da MQ, em particular

do conceito de spin. Isto porque, dentre outros, nas

�algebras de Cli�ord aperece naturalmente o conceito

de spinor.

Seria especula�c~ao demais discutirmos quest~oes como

os motivos pelos quais a �algebra vetorial de Gibbs pre-

valeceu sobre os quat�ernions, ou porque as �algebras de

Cli�ord n~ao se solidi�caram na F��sica e Matem�atica

tanto quanto a �algebra vetorial. Hoje o conceito de spi-

nor, e portanto de �algebras de Cli�ord, �e fundamental

dentro da F��sica Moderna, mas ele j�a se faz presente no

âmbito da F��sica Cl�assica. O que podemos lembrar, e

que certamente est�a ligado �a quest~ao acima, �e a fatali-

dade da morte precoce de Cli�ord um ano ap�os (1879)

o advento de suas �algebras geom�etricas, mesmo ano do

falecimento de admiradores de seu sistema como Gras-

smann e Maxwell, o que sem d�uvida contribuiu para

di�cultar a divulga�c~ao do sistema de Cli�ord.

O que pretendemos fazer nesse artigo �e introduzir

a �algebra geom�etrica (seguindo a denomina�c~ao original

de Cli�ord) do espa�co euclideano e mostrar algumas de

suas aplica�c~oes. Do ponto de vista da MQ, a principal

aplica�c~ao se faz dentro da teoria de Pauli atrav�es do

conceito de spinor de Pauli. A escolha da �algebra do

espa�co euclideano se deve �a sua naturalidade e simpli-

cidade, encontrando in�umeras aplica�c~oes j�a no âmbito

da F��sica Cl�assica, e por apresentar o primeiro exemplo

n~ao-trivial do conceito de spinor. Nosso formalismo,

al�em de uni�car conceitos conhecidos e generaliz�a-los,

os coloca sobre um ponto de vista moderno, o que per-

mite uma melhor compreens~ao destes conceitos e de

suas aplica�c~oes em teorias modernas como as chama-

das teorias super-sim�etricas [4].

Organizamos este artigo da seguinte forma. Na

segunda se�c~ao introduzimos e discutimos a �algebra

geom�etrica do espa�co euclideano atrav�es de uma in-

trodu�c~ao simples e natural do produto geom�etrico (ou

produto de Cli�ord). Na terceira se�c~ao discutimos a

rela�c~ao desta �algebra geom�etrica com os quat�ernions e

a �algebra vetorial de Gibbs. Na quarta se�c~ao introdu-

zimos o operador \nabla" e mostramos como ele gene-

raliza dentro da �algebra geom�etrica as opera�c~oes gradi-

ente, divergente e rotacional, aproveitando para escre-

vermos as famosas equa�c~oes de Maxwell na forma de

uma �unica equa�c~ao. Na quinta se�c~ao introduzimos e

discutimos o chamado grupo Spin(3), que �e de funda-

mental importância n~ao apenas por si s�o, mas tamb�em

em fun�c~ao da discuss~ao que faremos do spinor de Pa-

uli. Na sexta se�c~ao introduzimos o conceito de spinor.

Vamos discutir esse conceito sobre três pontos de vista

diferentes e discutir a rela�c~ao entre eles. �E importante

salientar que embora a nossa discuss~ao se limite ao spi-

nor de Pauli, a nossa formula�c~ao pode ser generalizada

quase que trivialmente para casos mais gerais como

por exemplo o do spinor de Dirac. Na s�etima se�c~ao

n�os discutiremos a quest~ao da transforma�c~ao ativa de

um spinor (no caso, de Pauli), introduzindo sua lei de

transforma�c~ao e a discutindo sob um ponto de vista

geom�etrico. Finalmente, na oitava se�c~ao n�os mostra-

mos como escrever a equa�c~ao de Pauli dentro da �algebra

geom�etrica, e deduzimos dessa equa�c~ao algumas im-

portantes rela�c~oes entre observ�aveis que possuem inter-

preta�c~oes muito interessantes { em particular obtemos

a express~ao dentro da teoria de Pauli para o chamado

potencial quântico. Nesse artigo tentamos sempre que

poss��vel evitar discuss~oes que envolvam quest~oes pura-

mente \t�ecnicas" uma vez que nosso objetivo principal
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�e clari�car conceitos.

II. A �algebra geom�etrica do espa�co Euclideano

Vamos iniciar a nossa discuss~ao escolhendo um vetor

v 2 IR3. Se fe1; e2; e3g �e uma base de IR3 temos

v = v1e1 + v2e2 + v3e3: (1)

O que pretendemos considerar �e uma geometria ortogo-

nal, onde sabemos que �e v�alido o teorema de Pit�agoras.

Desse modo, se os vetores fe1; e2; e3g s~ao unit�arios e

ortogonais, temos

jvj2 = v1
2 + v2

2 + v2
2: (2)

O que desejamos fazer �e introduzir um produto P

de vetores tal que

P (v;v) = jvj2; (3)

e da�� de�nirmos as no�c~oes de ortogonalidade e colinea-

ridade em termos deste produto. Por quest~ao de con-

veniência, vamos exigir no momento apenas que esse

produto seja bilinear, ou seja, se � e � s~ao escalares:

P (�v1 + �v2;u) = �P (v1;u) + �P (v2;u);
P (v; �u1+ �u2) = �P (v;u1) + �P (v;u2):

(4)

Introduzindo as eqs.(1) e (2) na eq.(3), e da�� usando a

eq.(4), obtemos

v1
2 + v2

2 + v3
2

= v1
2P (e1; e1) + v2

2P (e2; e2) + v3
2P (e3; e3)

+v1v2[P (e1; e2) + P (e2; e1)]

+v1v3[P (e1; e3) + P (e3; e1)]

+v2v3[P (e2; e3) + P (e3; e2)]: (5)

Como o vetor v �e arbitr�ario, segue da eq.(5) que

P (e1:e1) = 1; P (e2; e2) = 1; P (e3; e3) = 1; (6)

P (e1; e2) + P (e2; e1) = 0;
P (e1; e3) + P (e3; e1) = 0;
P (e2; e3) + P (e3; e2) = 0:

(7)

Uma solu�c~ao poss��vel para as eqs.(7) �e que

P (ei; ej) = P (ej; ei) = 0 (i 6= j): (8)

Na verdade esta �e a �unica solu�c~ao poss��vel se estiver-

mos supondo que P (ei; ej) (i 6= j) �e um escalar. Nesse

caso iremos denotar o produto P por um ponto, ou seja,

P (v;u) = v �u, e iremos nos referir a esta escolha como

\escolha de Gibbs". Segue, da escolha de Gibbs, que

ei � ei = 1 (i = 1; 2; 3); (9)

ei � ej = ej � ei = 0 (i 6= j); (10)

e jvj2 = v � v. Note que esse produto �e justamente o

chamado produto escalar. A eq.(9) nos diz que os ve-

tores feig s~ao unit�arios, e a eq.(10) que os vetores ei e

ej (i 6= j) s~ao ortogonais.

Como dissemos, a escolha de Gibbs s�o se justi�ca se

supormos que o resultado do produto P (ei; ej) (i 6= j)

seja um escalar. Como n~ao existe nenhuma raz~ao a

priori para supormos isso, temos uma outra possibili-

dade, que �e tomarmos as pr�oprias eqs.(6) e (8) como

de�nindo o produto em considera�c~ao. Se denotamos,

para facilitar a nota�c~ao, esse produto simplesmente por

justaposi�c~ao, ou seja, P (v;u) = vu, temos ent~ao que

eiei = ei
2 = 1 (i = 1; 2; 3); (11)

eiej + ejei = 0 (i 6= j); (12)

e jvj2 = vv = v2. Iremos nos referir a esta esco-

lha como \escolha de Cli�ord" e ao produto resultante

como produto de Cli�ord ou produto geom�etrico. De

maneira an�aloga �a escolha de Gibbs, a eq.(11) nos diz

que os vetores feig s~ao unit�arios e a eq.(12) que os ve-

tores ei e ej (i 6= j) s~ao ortogonais.

Dentro da escolha de Cli�ord temos agora que in-

terpretar rela�c~oes como e1e2 + e2e1 = 0, ou seja, in-

terpretar a natureza de um objeto como e1e2. Como

j�a dissemos, e1e2 n~ao pode ser um escalar pois nesse

caso s�o a escolha de Gibbs seria justi�cada. Uma outra

maneira de vermos que e1e2 n~ao �e um escalar �e no-

tarmos que se e1e2 fosse um escalar �, dever��amos ter

v� = �v, e isto n~ao ocorre com e1e2, por exemplo. De

fato, se tomarmos o caso particular do vetor e1 temos:

e1(e1e2)
(12)
= e2; (13)

(e1e2)e1
(13)
= �(e2e1)e1

(12)
= = �e2; (14)

o que nos mostra que e1e2 n~ao �e um escalar.

Devemos notar no c�alculo acima que �zemos uso de

uma propriedade a qual n~ao hav��amos feito referência,

a saber: associatividade. Iremos supor que o produto

geom�etrico �e associativo, ou seja, v(uw) = (vu)w =

vuw.
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Voltando �a quest~ao da interpreta�c~ao do objeto e1e2,

podemos ver facilmente que ele tamb�em n~ao �e um ve-

tor de IR3. De fato, para v 2 IR3 temos v2 = jvj2 � 0,

enquanto que neste caso

(e1e2)
2 = (e1e2)(e1e2)

= e1e2e1e2 = �e12e22 = �1: (15)

Se e1e2 n~ao �e nem um escalar nem um vetor, o

que ele �e? Primeiro, lembremos que um vetor v 2 IR3

pode ser interpretado como uma classe de equivalência

de segmentos de reta de mesmo comprimento, dire�c~ao

e orienta�c~ao dentro do espa�co euclideano tridimensio-

nal. Ora, nesse espa�co n~ao existem apenas segmentos

de reta, mas tamb�em fragmentos de plano, superf��cies,

etc. Suponha que os segmentos de reta perpendiculares
�!

OA e
�!

OB sejam representados pelos vetores e1 e e2,

como na �gura abaixo.

-

6

e2

e1O

A

B

Esses dois segmentos de reta determinam o que cha-

maremos um fragmento de plano (ou plaqueta). A

este fragmento de plano podemos associar um \com-

primento", que �e a sua �area. Podemos tamb�em asso-

ciar uma orienta�c~ao conforme percorremos a sua fron-

teira no sentido hor�ario ou anti-hor�ario, como na �gura

abaixo.
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De maneira an�aloga aos segmentos de reta, pode-

mos de�nir uma classe de equivalência de fragmentos

de plano de mesma �area, dire�c~ao e orienta�c~ao. Iremos

denotar os representantes desta classe por B;C; : : : Po-

demos facilmente nos convencer que estes objetos satis-

fazem todas as propriedades de um espa�co vetorial.

�E necess�ario agora introduzirmos uma nota�c~ao e no-

menclatura convenientes para distinguirmos os vetores

do espa�co vetorial IR3 dos vetores do espa�co vetorial

discutido acima. Iremos nos referir a um vetor que re-

presenta a classe de equivalência descrita acima de frag-

mentos de planos como um 2-vetor (ou bivetor), e de-

notaremos o espa�co vetorial dos 2-vetores por
V2

(IR3).

Por quest~ao de conveniência e uniformidade iremos �as

vezes nos referir a um vetor de IR3 como um 1-vetor, e

denotaremos
V1

(IR3) = IR3. Do mesmo modo, �as ve-

zes iremos nos referir a um escalar como um 0-vetor e

denotar
V0

(IR3) = IR.

Interpretamos objetos como e1e2 como um 2-vetor.

O fato de que e1e2 = �e2e1 signi�ca que os 2-vetores

e1e2 e e2e1 representam fragmentos de plano com ori-

enta�c~oes opostas. O 2-vetor e1e2 �e um 2-vetor unit�ario

(discutiremos isso com mais detalhes adiante), de modo

que o 2-vetor B = ��e1e2 representa um fragmento de

plano de �area j��j { por exemplo, um retângulo de la-

dos j�j e j�j ou um quadrado de lado
p
j��j.

Um 2-vetor arbitr�ario de
V2

(IR3) �e portanto da

forma^
2(IR3) 3 B = B12e1e2 +B13e1e3 + B23e2e3; (16)

onde B12; B13; B23 s~ao escalares tais que Bij = �Bji

(i 6= j). Note que a dimens~ao de
V2

(IR3) �e 3.

No espa�co euclideano tridimensional podemos

tamb�em de�nir um elemento de volume. Se tomarmos

os segmentos de reta
�!

OA,
�!

OB e
�!

OC representados pelos

vetores e1, e2 e e3, e os orientarmos de acordo com a

regra da m~ao direita, temos o elemento de volume como

ilustrado na �gura abaixo.
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De maneira an�aloga aos fragmentos de plano, po-

demos de�nir uma classe de equivalência de elementos

de volume e dar a esta classe a estrutura de um espa�co

vetorial. Um tal vetor ser�a dito um 3-vetor e o espa�co

vetorial ser�a denotado por
V3

(IR3). Note que h�a duas
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orienta�c~oes poss��veis para um 3-vetor: de acordo com

a regra da m~ao direita e de acordo com a regra da m~ao

esquerda.

Interpretamos o objeto e1e2e3 como um 3-vetor.

Note que a dimens~ao de
V3

(IR3) �e 1, de modo que qual-

quer 3-vetor T pode ser escrito como^
3(IR3) 3 T = �e1e2e3; (17)

onde � �e um escalar. Note que se � > 0 ent~ao T repre-

senta um elemento de volume com a mesma orienta�c~ao

daquele representado por e1e2e3, enquanto se � < 0

T representa um elemento de volume com orienta�c~ao

oposta.

Como vimos, temos os seguintes espa�cos vetori-

ais associados a um espa�co tridimensional:
V0

(IR3),V1
(IR3),

V2
(IR3) e

V3
(IR3). Para trabalharmos com

uma estrutura coerente devemos portanto considerar

a soma direta
V
(IR3) = �3

k=0

Vk
(IR3). Um elemento

de
V
(IR3) ser�a dito um multivetor. Um multivetor ar-

bitr�ario �e portanto da forma^
(IR3) 3 A = a|{z}

escalar

+ a1e1 + a2e2 + a3e3| {z }
vetor

+ a12e1e2 + a13e1e3 + a23e2e3| {z }
2�vetor

+ a123e1e2e3| {z }
3�vetor

:(18)

O espa�co vetorial
V
(IR3) dotado do produto de�-

nido pelas rela�c~oes (11) e (12) �e o que denominaremos

�algebra geom�etrica, no caso do espa�co vetorial euclide-

ano tridimensional. Denotaremos esta �algebra por C`3,

onde a nota�c~ao C` �e uma �obvia homenagem a Cli�ord.

O produto geom�etrico �e justamente a generaliza�c~ao

do produto quaterniônico, como veremos na pr�oxima

se�c~ao. J�a a estrutura multivetorial de C`3 �e justamente

a estrutura da �algebra de extens~ao de Grassmann. Veja-

mos melhor esta �ultima rela�c~ao, mesmo porque a nossa

discuss~ao foi um tanto restrita no sentido da sua de-

pendência da base ortonormal fe1; e2; e3g de IR3.

Uma vez que eiej = �ejei (i 6= j) nos diz que os

vetores ei e ej (i 6= j) s~ao ortogonais e como ei e �ei

s~ao colineares, e nesse caso ei(�ei) = (�ei)ei, somos

levados �a seguinte de�ni�c~ao: os vetores v e u s~ao di-

tos ortogonais se vu = �uv e colineares se vu = uv.

Podemos agora colocar a seguinte quest~ao: dados dois

vetores v e u, queremos decompor v em uma parte vk

que �e colinear ao vetor u e umaparte v? que �e ortogonal

ao vetor u. Queremos, portanto, escrever v = vk+v?,

onde vku = uvk e v?u = �uv?. Usando juj2 = uu,

podemos ver facilmente que

vk =
1

2

�
v +

uvu

juj2
�
; (19)

v? =
1

2

�
v � uvu

juj2
�
: (20)

As equa�c~oes acima podem ainda ser escritas como

vk = (v � u) u

juj2 ; (21)

vk = (v ^ u) u

juj2 ; (22)

onde de�nimos

v �u =
1

2
(vu+ uv) = u � v; (23)

v ^u =
1

2
(vu� uv) = �u ^ v: (24)

Segue-se da�� a de�ni�c~ao alternativa: os vetores v e u s~ao

ditos ortogonais se v � u = 0 e colineares se v ^ u = 0.

Das eqs.(23,24) segue a decomposi�c~ao do produto

geom�etrico dos vetores v e u em suas partes sim�etricas

e anti-sim�etricas:

vu = v �u+ v ^ u: (25)

O uso do \ponto" para denotar a parte sim�etrica do

produto geom�etrico n~ao �e acidental. De fato, se expres-

samos os vetores v e u na base fe1; e2; e3g e usamos

as eqs.(11) e (12) vemos que v � u corresponde justa-

mente ao produto escalar dos vetores v e u. Vemos

deste modo que a escolha de Cli�ord �e mais geral que

a de Gibbs uma vez que o produto geom�etrico cont�em

mais \informa�c~ao" que o produto escalar, consistindo

este �ultimo em uma parte do produto geom�etrico de

vetores.

A parte anti-sim�etrica do produto geom�etrico dos

vetores v e u, denotada por v ^ u, �e chamada pro-

duto externo ou produto cunha (ou ainda produto de

Grassmann). Da nossa discuss~ao anterior, interpreta-

mos o produto geom�etrico v?u dos vetores ortogonais

v? e u como um 2-vetor. Das eq.(21,22) segue que

v?u = v ^ u, de modo que v ^ u �e um 2-vetor. De

maneira an�aloga podemos mostrar que v ^u^w �e um

3-vetor. De�nimos tamb�em � ^ v = �v, onde � �e um

escalar.

O espa�co vetorial
V
(IR3) dotado do produto ^ �e a

�algebra de extens~ao introduzida por Grassmann, que
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denotaremos G3. O produto ^ �e estendido para multi-

vetores arbitr�arios por linearidade e associatividade.

A eq.(25) nos mostra que o resultado do produto

geom�etrico de 1-vetores v e u consiste em um 0-vetor

(escalar) v �u e um 2-vetor v^u. Isto �e re
exo de uma

estrutura que dizemos ser Z2-graduada. Para melhor

discutirmos esta estrutura, vamos de�nir a proje�c~ao de

um multivetor em sua parte k-vetor.

Seja A 2 C`3 da forma geral

A = A0 +A1 + A2 +A3; (26)

onde Ak 2 Vk
(IR3) �e um k-vetor. De�nimos h ik :V

(IR3)! Vk
(IR3) como

hAik = Ak; (k = 0; 1; 2; 3): (27)

Note que h ik �e de fato um projetor pois hAkil = �klAk.

Agora, dado um k-vetor Ak, de�nimos uma

opera�c~ao chamada involu�c~ao graduada (ou gradua�c~ao),

que denotamos por ^ , atrav�es de

Âk = (�1)kAk: (28)

Dizemos que a gradua�c~ao de Ak �e par/��mpar conforme

(�1)k seja +=�. Desse modo, dado A 2 C`3 temos

Â = A0 �A1 + A2 �A3: (29)

Outra opera�c~ao de interesse �e a chamada revers~ao,

que denotamos por ~ , de�nida por

~Ak = (�1)k(k�1)=2Ak: (30)

A denomina�c~ao revers~ao se deve ao fato de que esta

opera�c~ao pode ser vista como invertendo a ordem do

produto exterior, de modo que se reordenamos esse pro-

duto na ordem reversa para coloc�a-lo na ordem original

aparece o fator (�1)k(k�1)=2. Para A 2 C`3 temos

~A = A0 +A1 � A2 �A3: (31)

A combina�c~ao das opera�c~oes de revers~ao e involu�c~ao

graduada denominamos conjuga�c~ao, e a denotamos por

� . Desse modo

�A = A0 �A1 � A2 +A3: (32)

De�nimos a norma de um multivetor A 2 C`3

atrav�es de

jAj2 = h ~AAi0 = hA ~Ai0: (33)

Expressando A como na eq.(18) segue da de�ni�c~ao

acima que

jAj2 = a2 + a1
2 + a2

2 + a3
2

+a12
2 + a13

2 + a23
2 + a123

2: (34)

Usando a involu�c~ao graduada podemos escrever

C`3 = C`+3 �C`�3 onde

C`�3 = fA 2 C`3 j Â = �Ag: (35)

Em fun�c~ao da eq.(25) temos (i) AB 2 C`+3 se A 2 C`�3
e B 2 C`�3 , (ii) AB 2 C`�3 se A 2 C`�3 e B 2 C`�3 ou

A 2 C`�3 e B 2 C`�3 . Desse modo vemos que C`+3 �e

uma sub-�algebra de C`3, chamada sub-�algebra par.

Vejamos agora como generalizar a eq.(25). Usando

a eqs.(23,24) e a associatividade, podemos ver que

vAk = v Ak + v ^Ak; (36)

onde de�nimos

v Ak =
1

2
(vAk � Âkv); (37)

v ^Ak =
1

2
(vAk + Âkv): (38)

Quando k = 1 estas express~oes se reduzem as

eqs.(23,24). Note que n~ao usamos o s��mbolo � para de-

notar a parte de�nida pela eq.(37) uma vez que o re-

sultado desta opera�c~ao n~ao �e um escalar, mas sim um

(k � 1)-vetor. Apenas quando k = 1 temos que v A1

�e um escalar. Denominamos v Ak a contra�c~ao de Ak

por v (pela esquerda). Apesar de v Ak n~ao ser em ge-

ral um escalar, vamos por mera quest~ao de conviniência

denotar

v Ak = v �Ak: (39)

Se k = 0 de�nimos v � A0 = 0. Podemos mostrar as

importantes rela�c~oes envolvendo a contra�c~ao:

v � (Ak ^Bl) = (v �Ak) ^Bl + Âk ^ (v �Bl);(40)

(v ^ u) �Ak = v � (u �Ak): (41)

Existem algumas quest~oes t�ecnicas envolvendo o as-

sunto que estamos tratando, mas que n~ao vamos consi-

derar. O leitor interessado poder�a consultar sobre esse

ponto as referências [5].

Finalmente, escrevemos

vAk = v �Ak + v ^Ak: (42)
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Podemos generalizar essa express~ao para o produto

geom�etrico vA por linearidade. Devemos observar

ainda que em geral

AkBl 6= Ak �Bl +Ak ^Bl; (43)

onde Ak �Bl 2
Vk�l

e Ak^Bl 2
Vk+l

. Usando a eq.(42)

podemos nos convencer que

AkBl = hAkBlijk�lj + hAkBlijk�lj+2 + � � �+ hAkBlik+l:

(44)

Dualidade, �algebra vetorial e quat�ernions

Vamos inicialmente introduzir uma opera�c~ao de ex-

trema importância denominada dualidade. Dado um

k-vetor Ak de�nimos seu dual ?Ak atrav�es de

? Ak = ~AkI; (45)

onde

I = e1e2e3 (46)

�e o elemento de volume (3-vetor) de IR3. Note a estreita

dependência da de�ni�c~ao acima com a orienta�c~ao dada.

O uso da opera�c~ao de revers~ao na de�ni�c~ao acima �e para

nos encaixarmos dentro de uma conven�c~ao usual uma

vez que esta opera�c~ao �e completamente an�aloga �a cha-

mada dualidade de Hodge dentro do c�alculo com formas

diferenciais [6]. �E f�acil ver da de�ni�c~ao acima que ?Ak 2V3�k
(IR3), e como dim

Vk
(IR3) = dim

V3�k
(IR3),

a opera�c~ao de dualidade nos de�ne um isomor�smo

canônico entre
Vk

(IR3) e
V3�k

(IR3). Devemos obser-

var tamb�em que a de�ni�c~ao acima �e geral, de modo

que se Ak 2
Vk

(IRn) ent~ao ?Ak 2
Vn�k

(IRn), e como

dim
Vk

(IRn) =
�
n
k

�
=
�

n
n�k

�
= dim

Vn�k
(IRn) temos

um isomor�smo canônico entre
Vk

(IRn) e
Vn�k

(IRn).

Vamos, por�em, nos restringir a IR3.

Usando a eq.(45) temos

?1 = I = e1e2e3; (47)

?e1 = e2e3;
?e2 = �e1e3 = e3e1;
?e3 = e1e2;

(48)

?(e1e2) = e3;
?(e3e1) = e2;
?(e2e3) = e1;

(49)

?I = ?e1e2e3 = 1: (50)

Uma vez que um 2-vetor �e o dual de um vetor e

um 3-vetor �e o dual de um escalar, �e comum nos re-

ferirmos �a um 2-vetor como um pseudo-vetor e a um

3-vetor como um pseudo-escalar. Isso, entretanto, s�o �e

v�alido em IR3. Como dissemos acima, em IRn o dual de

um k-vetor �e um (n�k)-vetor, de modo que apenas em

dimens~ao 3 o dual de um 2-vetor �e um vetor. A inter-

preta�c~ao deste fato �e simples. Tomemos, por exemplo,

o 2-vetor e1e2. Como sabemos, esse 2-vetor descreve o

fragmento de plano de�nido pelos vetores ortogonais e1

e e2. Por outro lado ?e1e2 = e3, que �e um vetor nor-

mal �a este plano (e tal que fe1; e2; e3g est~ao orientados

de acordo com a regra da m~ao direita). Conclu��mos,

portanto, que a opera�c~ao de dualidade em espa�cos de

dimens~ao 3 nos fornece um vetor ?(v^u) que �e normal

ao fragmento de plano descrito por v ^u. �E �obvio que

dado um plano �e apenas em espa�cos de dimens~ao 3 que

podemos de�nir um �unico vetor normal a este plano,

e �e essencialmente isto que nos diz a discuss~ao acima

acerca da opera�c~ao de dualidade.

Estamos agora preparados para discutir a rela�c~ao

entre a �algebra geom�etrica C`3 e a �algebra vetorial de

Gibbs, que denotaremos por V3. Para isso, recordemos

a de�ni�c~ao de produto vetorial. Dados os vetores v e

u com coordenadas (v1; v2; v3) e (u1; u2; u3) em rela�c~ao

aos eixos cartesianos, o produto vetorial v � u �e dado

por

(v1; v2; v3)� (u1; u2; u3)

= (v2u3 � v3u2; v3u1 � v1u3; v1u2 � v2u1):(51)

Outra maneira de de�nirmos o produto vetorial �e to-

marmos os vetores ortonormais ~{ = (1; 0; 0), ~| =

(0; 1; 0), ~k = (0; 0; 1) e de�nirmos

~{ � ~| = �~|�~{ = ~k;

~|� ~k = �~k � ~| =~{;
~k �~{ = �~{� ~k = ~|:

(52)

Basta escrevermos

v = v1~{ + v2~| + v3~k;

u = u1~{+ u2~|+ u3~k;
(53)

e usarmos as de�ni�c~oes acima para obtermos a eq.(51).

Como j�a nos referimos na introdu�c~ao, essa de�ni�c~ao

de produto vetorial apresenta uma grande incoerência.

Fa�camos uma opera�c~ao de invers~ao espacial ei 7! �ei
(i = 1; 2; 3). Nesse caso, para os vetores v e u te-

mos v 7! �v e u 7! �u, mas para w = v � u temos
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w 7! (�v) � (�u) = w. Como o \vetor" w resultante

do produto vetorial n~ao se altera perante uma invers~ao

espacial dizemos que ele w �e um pseudo-vetor (note

que o sentido dado �a denomina�c~ao pseudo-vetor nesse

caso se encaixa em um contexto diferente daquele da

dualidade). Em outras palavras, o resultado do pro-

duto vetorial de Gibbs n~ao �e um vetor. Podemos pen-

sar em resolver este problema { ou seja, temos uma

estrutura que n~ao �e fechada { incluindo o espa�co dos

pseudo-vetores na estrutura em considera�c~ao, mas isso

n~ao resolve o problema que est�a evidente na de�ni�c~ao

(51) do produto vetorial. Enquanto o lado esquerdo da

eq.(51) �e o que dizemos ser um pseudo-vetor, o lado

direito da eq.(51) �e um vetor. A eq.(51) identi�ca, por-

tanto, um pseudo-vetor e um vetor. O mesmo problema

ocorre com a quantidade resultante do chamado pro-

duto misto dentro de V3. O resultado do produto misto

(v � u) � z = � �e um n�umero tal que � 7! �� perante

uma invers~ao espacial, sendo por isso denominado um

pseudo-escalar. O fato �e que a �algebra vetorial de Gibbs

possui uma incoerência interna imposs��vel de ser soluci-

onada atrav�es da de�ni�c~ao (51) { ou (52) { do produto

vetorial. A solu�c~ao deste problema se encontra dentro

da estrutura multivetorial de C`3.

Dados os vetores v e u, vimos que v ^ u �e um 2-

vetor. Por outro lado, introduzimos a opera�c~ao de du-

alidade que associa de maneira �unica um 2-vetor com

um vetor, e vice-versa, no caso de IR3. Segue, portanto,

que ?(v ^ u) �e um vetor. De�nimos o produto vetorial

dentro de C`3 como

v � u = ?(v ^ u) = �(v ^ u)I = �I(v ^ u): (54)

Vamos primeiro mostrar que essa de�ni�c~ao corresponde

ao vetor de�nido pelo lado direito da eq.(51) e depois

mostrar que esta de�ni�c~ao n~ao apresenta os problemas

da de�ni�c~ao em V3.
Se escrevemos

v = v1e1 + v2e2 + v3e3;
u = u1e1 + u2e2 + u2e3;

(55)

temos

v ^ u = (v1u2 � v2u1)e1e2

+(v3u1 � v1u3)e3e1 + (v2u3 � v3u2)e2e3; (56)

e usando as eqs.(49),

?(v ^ u) = (v2u3 � v3u2)e1

+(v3u1 � v1u3)e2 + (v1u2 � v2u1)e3; (57)

que �e justamente o vetor de�nido pelo lado direito da

eq.(51).

Vejamos agora o que ocorre com ?(v ^ u) perante
uma invers~ao espacial. Uma vez que I = e1e2e3 temos

I 7! �I quando ei 7! �ei, de modo que

?(v ^ u) = �(v ^ u)I
7! �[(�bv) ^ (�u)](�I) = � ? (v ^ u); (58)

o que nos mostra que o produto vetorial v ^u de�nido

pela eq.(54) resulta realmente em um vetor. O motivo

pelo qual esta de�ni�c~ao \funciona" �e o uso da opera�c~ao

de dualidade. Uma vez que na de�ni�c~ao da dualidade

entra o elemento de volume I = e1e2e3, e como este

est�a relacionado com a orienta�c~ao do espa�co, quando

fazemos uma invers~ao espacial a base fe1; e2; e3g ori-

ginalmente orientada segundo a regra da m~ao direita

muda de orienta�c~ao para segundo a regra da m~ao es-

querda, e da�� I 7! �I. Como o 2-vetor v^u n~ao �e alte-

rado, o vetor normal associado atrav�es da opera�c~ao de

dualidade passa a ser de�nido pela orienta�c~ao oposta,

e portanto ?(v ^ u) muda de sinal.

O leitor nesse ponto provavelmente deve se questi-

onar como descrever quantidades como o momentum

angular, que n~ao mudam de sinal quando da invers~ao

espacial e que s~ao descritas como pseudo-vetores den-

tro da �algebra vetorial V3. Ora, como j�a dissemos, den-

tro de espa�cos de dimens~ao 3 um 2-vetor �e o dual de

um vetor, e da�� o denominamos um pseudo-vetor. A

coincidência na denomina�c~ao �e proposital e indica que

quantidades como o momentum angular n~ao s~ao des-

critas por vetores mas sim por 2-vetores. No caso do

momentum angular de�nimos o 2-vetor momentum an-

gular L = r ^ p, que obviamente n~ao muda de sinal

perante uma invers~ao espacial. O vetor momentum an-

gular l �e o dual de L, ou seja, l = ?L. Esta �e sem

d�uvida a de�ni�c~ao mais natural uma vez que o mo-

mentum angular �e uma quantidade que aparece rela-

cionada com \�areas" ao inv�es de \comprimentos", e,

como vimos, s~ao os 2-vetores que aparecem natural-

mente associados com fragmentos de plano. Segundo

esta de�ni�c~ao o momentumangular pode ser visto como

um tensor anti-sim�etrico de segunda ordem Lij = �Lji

(i; j = 1; 2; 3), que �e a de�ni�c~ao usualmente empregada
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na generaliza�c~ao relativ��stica do conceito de momentum

angular.

Vejamos agora onde e como aparecem os

quat�ernions dentro da �algebra geom�etrica C`3. Pri-

meiro, recordemos que os quat�ernions consistem de

elementos da forma

IH 3 q = �+ �1i + �2j + �3k (59)

com as seguintes regras de multiplica�c~ao:

i2 = j2 = k2 = �1; (60)

ij = �ji = k;
jk = �kj = i;
ki = �ik = j:

(61)

A nota�c~ao i; j; k para as unidades quaterniônicas n~ao �e

muito usual { geralmente i; j; k ou i; j;k { mas espera-

mos que seja didaticamente �util para distinguirmos per-

feitamente os diferentes conceitos envolvidos na nossa

discuss~ao. Dado um quat�ernion q, a parte Re(q) = � �e

dita a parte real de q e a parte Pu(q) = �1i+�2j+�3k

�e dita a parte pura de q.

A reinvidica�c~ao de Gibbs de que o produto vetorial

de�nido pelas eqs.(51) ou (52) uni�cava os sistemas de

Grassmann e de Hamilton j�a se mostrou injusti�cada

com rela�c~ao ao sistema de Grassmann. Vejamos que

o mesmo ocorre com rela�c~ao ao sistema de Hamilton.

De fato, a semelhan�ca entre as eqs.(52) e as eqs.(61) s�o

ocorre realmente no n��vel da nota�c~ao uma vez que os

quat�ernions se de�nem ainda pelas eqs.(60) e no pri-

meiro caso temos ~{ �~{ = ~| � ~| = ~k � ~k = 0. A essência

do erro n~ao est�a, entretanto, na de�ni�c~ao do produto

vetorial em V3 uma vez que mesmo em C`3 e usando a

eq.(54) temos ~{ �~{ = ~|� ~| = ~k � ~k = 0. Para levarmos

em considera�c~ao as eqs.(60) dentro da �algebra vetorial

V3 devemos usar o produto escalar~{ �~{ = ~| �~| = ~k �~k = 1,

no caso com o sinal oposto. Nesse caso, o produto de

dois quat�ernions puros q1 = Pu(q1) e q2 = Pu(q2) pode

ser escrito como q1q2 = �~q1 � ~q2 + ~q1 � ~q2, onde identi-

�camos o quat�ernion puro qi com o vetor ~qi atrav�es de

i $ ~{, j $ ~|, k $ ~k. �E claro que esta express~ao para

o produto quaterniônico q1q2 s�o vale se os quat�ernions

forem puros, de modo que n~ao podemos tomar esta ex-

press~ao como de�nindo o produto quaterniônico dentro

de V3. O erro presente no sistema de Gibbs nesse caso

est�a em tentar identi�car as unidades quaterniônicas

fi; j; kg com os vetores ortonormais f~{;~|;~kg. Como ve-

remos, as unidades quaterniônicas devem ser identi�ca-

das com 2-vetores e n~ao com 1-vetores.

Seja C`+3 o conjunto dos elementos de C`3 com gra-

dua�c~ao par, ou seja,

C`+3 3 A = a+ a12e1e2 + a31e3e1 + a23e2e3: (62)

J�a vimos que se A;B 2 C`+3 ent~ao AB 2 C`+3 , ou seja,

C`+3 �e uma sub-�algebra de C`3, denominada sub-�algebra

par. Vamos introduzir agora a seguinte nota�c~ao:

i = e3e2; j = e1e3; k = e2e1; (63)

de modo que

C`+3 3 A = a� a23i� a31j� a12k: (64)

Notemos agora, usando as eqs.(11,12), que:

i2 = j2 = k2 = �1; (65)

ij = �ji = k;
jk = �kj = i;
ki = �ik = j;

(66)

ou seja, C`+3 �e uma �algebra isomorfa �a dos quat�ernions

(C`+3 ' IH), atrav�es da identi�ca�c~ao fi; j; kg $ fi; j;kg.
Na constru�c~ao do isomor�smo C`+3 ' IH acabamos

de identi�car as unidades quaterniônicas fi; j; kg com os

2-vetores fe3e2; e1e3; e2e1g. Uma vez que i = e3e2 =

� ? e1 = �e1I, etc., segue que fi; j; kg �e identi�cado

com � ? fe1; e2; e3g e n~ao com fe1; e2; e3g = f~{;~|;~kg,
ou seja,

IH ' C`+3 3 A = a+ I(a23e1 + a31e2 + a12e3): (67)

Se tomamos dois quat�ernions puros q1 e q2, e os

identi�camos com I~q1 e I~q2, respectivamente, ent~ao

q1q2 = �~q1~q2 = �~q1 � ~q2 � I(~q1 � ~q2), que �e o an�alogo

da f�ormula de Gibbs, mas que �e um caso particular de

uma express~ao mais geral que n~ao encontra an�alogo na

�algebra vetorial V3.
Como vimos, a �algebra geom�etrica C`3 de Cli�ord

sintetiza em um �unico esquema as estruturas de Hamil-

ton e de Grassmann. A �algebra vetorial V3 de Gibbs

n~ao apenas n~ao realiza esta s��ntese, como tamb�em apre-

senta incoerências internas. Como se n~ao bastasse isso,

ela �e uma estrutura pobre, no sentido em que precisa ser

suplementada por outras estruturas em muitas de suas

aplica�c~oes. Por exemplo, para lidarmos com as rota�c~oes

usando V3 precisamos considerar a �algebra de matrizes,
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introduzida dentro do contexto das transforma�c~oes line-

ares de IR3. J�a no caso de C`3 n~ao �e necess�aria nenhuma

outra estrutura para lidarmos com as rota�c~oes. Ali�as,

a pr�opria estrutura de �algebra de matrizes j�a aparece

associada �a �algebra geom�etrica C`3 uma vez que C`3 �e

isomorfa �a �algebra das matrizes complexas 2� 2.

Consideremos as matrizes �1; �2; �3 dadas por

�1 =

�
0 1

1 0

�
; �2 =

�
0 �i
i 0

�
; �3 =

�
1 0

0 �1

�
;

(68)

que s~ao as chamadas matrizes de Pauli. Note que

�i
2 = 1 (i = 1; 2; 3);

�i�j + �j�i = 0 (i 6= j):
(69)

Comparando as eqs.(69) com as eqs.(11,12) vemos que

podemos identi�car

e1 $ �1; e2 $ �2; e3 $ �3; (70)

e da�� estabelecer o isomor�smo entre C`3 e a �algebra

M(2;C) das matrizes complexas 2 � 2 gerada por

f1; �1; �2; �3g.
Em fun�c~ao deste isomor�smo podemos representar

os vetores fe1; e2; e3g por matrizes f�1; �2; �3g e traba-
lhar com a �algebra M(2;C) ao inv�es de C`3. Embora

tentador, e muitas vezes �util, isso deve ser evitado sem-

pre que poss��vel. O motivo �e que ao trabalharmos com

M(2;C) perdemos a estrutura multivetorial de C`3, que

�e de extrema importância e utilidade.

Para exempli�carmosmelhor a nossa constru�c~ao dos

quat�ernions dentro de C`3 vamos explorar o isomor-

�smo entre C`3 e M(2;C). Da eq.(68) vemos que as

matrizes de Pauli satisfazem

�1�2 = i�3; �2�3 = i�1; �3�1 = i�2: (71)

Comparando estas equa�c~oes com as eqs.(61) vemos que

podemos identi�car as unidades quaterniônicas atrav�es

de

i$�i�1; j $�i�2; k $�i�3: (72)

Por outro lado, dentro de C`3 identi�camos fi; j; kg
com fi; j;kg. Para I = e1e2e3 temos a seguinte re-

presenta�c~ao matricial:

I = e1e2e3 $ �1�2�3 = i

�
1 0

0 1

�
: (73)

O resultado acima n~ao �e surpresa uma vez que I2 = �1
e eiI = Iei (i = 1; 2; 3), ou seja, I faz o papel de unidade

imagin�aria dentro de C`3. Usando este resultado segue

da de�ni�c~ao de i; j;k que

i$�i�1; j$�i�2; k$�i�3; (74)

que em fun�c~ao da identi�ca�c~ao fi; j; kg $ fi; j;kg �e

justamente a eq.(72).

Se escrevemos

A = a+ a1e1 + a2e2 + a3e3

+a12e1e2 + a13e1e3 + a23e2e3 + a123e1e2e3

(75)

temos a seguinte representa�c~ao matricial:

A$
�
z1 z3
z2 z4

�
; (76)

onde
z1 = (a + a3) + i(a12 + a123);
z2 = (a1 + a13) + i(a2 + a23);
z3 = (a1 � a13)� i(a2 � a23);
z4 = (a � a3)� i(a12 � a123):

(77)

Note que A+ 2 C`+3 �e representado por

A+ $
�
w1 �w�2
w2 w�1

�
; (78)

onde w1 = a + ia12, w2 = a13 + ia23.

Finalmente, notemos que as opera�c~oes de re-

vers~ao, involu�c~ao graduada e conjuga�c~ao dadas pelas

eqs.(29,31,32) se expressam em termos de matrizes, res-

pectivamente, como

~A$
�
z�1 z�2
z�3 z�4

�
; (79)

Â$
�

z�4 �z�2
�z�3 z�1

�
; (80)

�A$
�

z4 �z3
�z2 z1

�
: (81)

IV. O operador nabla

Seja E3 o espa�co euclideano tridimensional, ou seja,

em cada ponto de E3 temos a estrutura do espa�co ve-

torial IR3, e portanto em cada um desses pontos te-

mos de�nida uma �algebra geom�etrica C`3. Como este

espa�co n~ao possui nem curvatura nem tor�c~ao, pode-

mos identi�car os vetores da base de IR3 em cada ponto

de E3 atrav�es do deslocamento paralelo usual de ve-

tores. No caso do espa�co eventualmente apresentar
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curvatura e/ou tor�c~ao podemos adaptar conveniente-

mente a discuss~ao que faremos, mas n~ao �e do nosso

interesse considerar estes problemas neste artigo. Por

simplicidade vamos considerar coordenadas cartesianas

(x1; x2; x3) = x. Sobre E3 podemos de�nir um campo

multivetorial A = A(x), cuja forma geral �e

A = A(x) = a(x) + a1(x)e1 + a2(x)e2 + a3(x)e3

+a12(x)e1e2 + a13(x)e1e3 + a23(x)e2e3

+a123(x)e1e2e3: (82)

De�nimos o operador nabla r como o operador que

age sobre o campo multivetorial A(x) atrav�es de

rA(x) = e1
@

@x1
A(x)+e2

@

@x2
A(x)+e3

@

@x3
A(x); (83)

e simbolicamente escrevemos

r = e1
@

@x1
+ e2

@

@x2
+ e3

@

@x3
: (84)

Notemos que o operador nabla tem propriedades ve-

toriais, de modo que podemos escrever

rA(x) = r �A(x) +r^A(x): (85)

Para termos uma melhor id�eia do signi�cado e pro-

priedades de r consideremos inicialmente o caso parti-

cular de um campo escalar '(x). Nesse caso

r�(x) = e1
@'(x)

@x1
+ e2

@'(x)

@x2
+ e3

@'(x)

@x3
= grad'(x);

(86)

que �e justamente o gradiente de '(x). Como de�nimos

v � a = 0 quando a �e um escalar, temos

r'(x) = r^ '(x) = grad'(x) (87)

para ' 2 V0
(E3).

Consideremos agora um campo vetorial V(x) 2V1
(E3). A forma geral de V(x) �e

V(x) = V1(x)e1 + V2(x)e2 + V3(x)e3: (88)

Temos, portanto:

rV(x) = e1
@

@x1
(V1(x)e1 + V2(x)e2 + V3(x)e3)

+e2
@

@x2
(V1(x)e1 + V2(x)e2 + V3(x)e3)

+e3
@

@x3
(V1(x)e1 + V2(x)e2 + V3(x)e3)

= r �V(x) +r^V(x); (89)

onde identi�camos

r �V(x) =
@V1(x)

@x1
+
@V2(x)

@x2
+
@V3(x)

@X3

= divV(x);

(90)

que �e o divergente do campo vetorial V(x). A parte

envolvendo o produto cunha �e dada por

r^V(x) =

�
@V2(x)

@x1
� @V1(x)

@x2

�
e1e2

+

�
@V1(x)

@x3
� @V3(x)

@x1

�
e3e1

+

�
@V3(x)

@x2
� @V2(x)

@x3

�
e2e3; (91)

e como v � u = ?(v ^ u) vemos facilmente que

r�V(x) = ?(r^V(x)) = curlV(x); (92)

que �e o rotacional do campo vetorial V(x). Logo,

rv(x) = divV(x) + ? curlV(x): (93)

Vemos portanto que as opera�c~oes gradiente, diver-

gente e rotacional s~ao casos particulares da a�c~ao do

operador nabla. �E importante observarmos que as

eqs.(87,92, 93) n~ao dependem das coordenadas escolhi-

das, mas esta discuss~ao est�a fora dos nossos objetivos

[7].

�E f�acil vermos tamb�em que

r(rA) = r2A = 4A; (94)

onde 4 = r2 �e o laplaciano

4 = r2 =
@2

@x12
+

@2

@x22
+

@2

@x32
: (95)

Devemos observar que a express~ao 4 = r2 n~ao faz ne-

nhum sentido dentro de V3, o que n~ao �e o caso dentro

de C`3 onde podemos realmente pensar no operador r
como \raiz quadrada" do operador laplaciano.

A representa�c~ao matricial de r usando as matrizes

de Pauli �e

r$
� @

@x3

@
@x1

� i @
@x2

@
@x1

+ i @
@x2

� @
@x3

�
: (96)

Uma importante e interessante aplica�c~ao desse

formalismo se refere �as equa�c~oes de Maxwell. Vamos

de�nir o operador multivetorial D por

D =
@

@t
+r; (97)
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e os multivetores F e J por

F = E+ IB = E + ?B; (98)

J = �� J; (99)

onde E e B s~ao os campos el�etrico e magn�etico, respec-

tivamente, e � e J s~ao as densidades de carga e corrente

el�etricas, respectivamente. As equa�c~oes de Maxwell po-

dem ser escritas na forma de uma �unica equa�c~ao, a sa-

ber:

DF = J : (100)

De fato, temos�
@

@t
+r

�
(E + IB)

=
@E

@t
+ (r �E+r^E)

+I
@B

@t
+ I(r �B+r^B)

= r �E +

�
@E

@t
�r�B

�
+I

�
@B

@t
+r� E

�
+ I(r �B)

= �� J; (101)

de onde, igualando as partes k-vetoriais, obtemos

r �E = �; (102)

r�B� @E

@t
= J; (103)

r� E+
@B

@t
= 0; (104)

r �B = 0; (105)

que s~ao as equa�c~oes de Maxwell.

V. O grupo spin(3)

O problema central envolvido nesta se�c~ao �e o das

rota�c~oes. Consideremos um vetor v 2 IR3, no qual rea-

lizamos uma rota�c~ao arbitr�aria, resultando no vetor v0.

Da eq.(25) podemos escrever o produto geom�etrico v0v

na forma

v0v = v0 � v + v0 ^ v: (106)

J�a vimos que v0 ^ v �e justamente o produto esca-

lar, enquanto v0^v relaciona-se com o produto vetorial

v0 � v atrav�es de v0 � v = �I(v0 ^ v). Logo

v0v = v0 � v + I(v0 � v): (107)

Dados dois vetores v0 e v, de�nimos o ângulo � entre

eles atrav�es das express~oes

v0 � v = jv0jjvjcos� (108)

jv0 � vj = jv0jjvj sin�: (109)

Por outro lado, o vetor w = v0�v se encontra diri-

gido ao longo da normal ao fragmento de plano de�nido

pelos vetores v0 e v, de modo que podemos escrever

v0 � v = jv0 � vjŵ = jv0jjvj sin�ŵ; (110)

onde ŵ �e o vetor normal (unit�ario). Usando as

eqs.(108,110) temos

v0v = jv0jjvj(cos� + Iŵ sin �): (111)

Vamos analisar o termo entre parênteses na ex-

press~ao acima. O vetor ŵ �e unit�ario, ou seja, ŵ2 = 1, e

I �e um 3-vetor (pseudo-escalar) tal que I2 = �1. Logo,
Iŵ = ?ŵ �e um 2-vetor tal que (Iŵ)2 = �1. Se de�ni-

mos

exp (Iŵ�) =

1X
n=0

(Iŵ�)n

n!
; (112)

segue, usando (Iŵ)2 = �1, que

exp (Iŵ�) = cos� + Iŵ sin �: (113)

Esta express~ao �e uma generaliza�c~ao da famosa f�ormula

de Euler exp (i�) = cos� + i sin � (i =
p
�1).

Usando esta �ultima express~ao temos

v0v = jv0jjvj exp (Iŵ�); (114)

e multiplicando-a pela direita por v segue que

v0 = exp (Iŵ�)v; (115)

onde usamos o fato que v2 = jvj2 e que jv0j = jvj uma

vez que v0 �e o vetor que resulta de uma rota�c~ao de v.

Lembrando que Iŵ = jwj�1Iw = jv0�vj�1I(v0�v) =
jv0 � vj�1(v0 ^ v), e que (v0 ^ v)v = �v(v0 ^ v), a

eq.(115) pode ser escrita como

v0 = exp (Iŵ�=2)v exp (�Iŵ�=2): (116)

Tanto a eq.(115) como a eq.(116) descrevem a

rota�c~ao do vetor v atrav�es de um plano cujo vetor nor-

mal �e ŵ por um ângulo �. Por�em, a express~ao que deve-

mos tomar para as rota�c~oes dentro de C`3 �e a eq.(116) e

n~ao a eq.(115). De fato, queremos uma express~ao para

as rota�c~oes que expresse todos os fatos relativos a uma
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rota�c~ao, em particular que uma rota�c~ao n~ao altera os

escalares e que uma rota�c~ao atrav�es de um plano n~ao

altera o 2-vetor que descreve este plano. Por isso deve-

mos de�nir a rota�c~ao que estamos considerando atrav�es

da eq.(116) uma vez que

exp (Iŵ�=2)� exp (�Iŵ�=2) = �; (117)

exp (Iŵ�=2)(v0 ^ v) exp (�Iŵ�=2) = (v0 ^ v);(118)

enquanto express~oes an�alogas �a eq.(115) alteram o es-

calar � e o 2-vetor v0 ^ v.
De�nimos portanto a rota�c~ao do multivetor A por

um ângulo � atrav�es do plano cuja normal �e ŵ atrav�es

da express~ao

A0 = exp (Iŵ�=2)A exp (�Iŵ�=2): (119)

Para estudarmos melhor esta express~ao vamos de-

notar

R = expB; (120)

onde B = Iŵ�=2 �e um 2-vetor. Note que

~R = R�1 (121)

uma vez que ~R = exp ~B = exp (�B) = R�1. Al�em

disso, da de�ni�c~ao da fun�c~ao exponencial temos R =

expB 2 C`+3 . Nesse ponto devemos notar que o con-

junto dos elementos da forma expB com B 2
V2

(IR3)

forma um grupo. Esse grupo �e denominado Spin(3), ou

seja,

Spin(3) = fR 2 C`+3 j ~R = R�1g: (122)

Da de�ni�c~ao acima pode n~ao parecer evidente que

Spin(3) �e um grupo, mas o leitor n~ao ter�a muita di�-

culdade para se convencer deste fato ap�os uma an�alise

mais detalhada. De fato, uma vez que R 2 Spin(3) �e

da forma expB temos

exp (Iŵ1�1=2) exp (Iŵ2�2=2) = exp (Iŵ3�3=2) (123)

com

ŵ0

3 =
ŵ0

1 + ŵ0

2 � ŵ0

1 � ŵ0

2

1� ŵ0

1 � ŵ0

2

; (124)

onde denotamos ŵ0

i = ŵi tan �i=2 (i = 1; 2; 3). Esta

f�ormula �e chamada f�ormula de Rodrigues e �e uma

generaliza�c~ao da lei das tangentes da trigonometria.

Da eq.(122) temos que R 2 Spin(3) �e tal que

R ~R = 1, com R 2 C`+3 . Usando as eqs.(76,79) isso

implica em termos de M(2;C) que�
w1 �w�2
w2 w�1

��
w�1 w�2
�w2 w1

�
=

�
1 0

0 1

�
; (125)

ou seja,

jw1j2 + jw2j2 = det

�
w1 �w�2
w2 w�1

�
= 1: (126)

Com isso estabelecemos o isomor�smo Spin(3) '
SU(2).

�E interessante observamos que a importante para-

metriza�c~ao das rota�c~oes em termos dos ângulos de Euler

(�; �; ') [8] se escreve como

R = exp (Ie3�=2) exp (Ie1�=2) exp (Ie3'=2): (127)

Usando a eq.(113) obtemos

R = cos
�

2
cos

�
�+ '

2

�
+ cos

�

2
sin

�
�+ '

2

�
e1e2

+sin
�

2
cos

�
�� '

2

�
e2e3 + sin

�

2
sin

�
�� '

2

�
e1e3;

(128)

cuja representa�c~ao matricial usando as matrizes de Pa-

uli �e0@ cos �
2
exp

h
i
�
�+'
2

�i
i sin �

2
exp

h
i
�
��'
2

�i
i sin �

2
exp

h
�i
�
��'
2

�i
cos �

2
exp

h
�i
�
�+'
2

�i 1A :

(129)

Os elementos da matriz acima s~ao os chamados

parâmetros de Cayley-Klein [8].

Voltando �a express~ao das rota�c~oes emC`3 { eq.(119)

{ vemos que tanto R como �R descrevem a mesma

rota�c~ao uma vez que R aparece em par �a direita e �a

esquerda de A. A explica�c~ao para este fato �e simples:

uma rota�c~ao atrav�es de um plano com normal ŵ por um

ângulo � �e equivalente a uma rota�c~ao no mesmo plano

mas no sentido contr�ario (logo com normal�ŵ) por um

ângulo 2� � �. De fato, enquanto a primeira rota�c~ao �e

descrita por R = exp (Iŵ�=2), a outra �e descrita por

exp (I(�ŵ)(2� � �)=2) =

exp (Iŵ�=2) exp (�Iŵ�=2) = � exp (Iŵ�=2) = �R:
(130)

Dizemos que o grupo Spin(3) �e o recobrimento duplo do

grupo SO(3). O grupo SO(3) aparece quando represen-

tamos a rota�c~ao v 7! v0 = Rv ~R = R(v) atrav�es da

transforma�c~ao linear R(v), ou seja, R(ei) = Rijej. Se
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calculamos Rei ~R usando R dado pela eq.(127) e de�-

nindo Rij atrav�es de Rijej = Rei ~R obtemos a matriz

fRijg dada por [8]0@ R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

1A ; (131)

R11 = cos'cos�� cos� sin' sin�;
R12 = �cos' sin�� cos� sin'cos�;
R13 = sin � sin';
R21 = sin'cos�+ cos�cos' sin�;
R22 = sin' sin�+ cos�cos'cos�;
R23 = � sin �cos';
R31 = sin � sin�;
R32 = sin �cos�;
R33 = cos�:

(132)

Finalmente, vamos considerar o caso em que as

rota�c~oes dependem de um parâmetro t. Nesse caso

ei 7! e0i(t) = R(t)ei ~R(t), e podemos escrever

_e0i =
de0i
dt

=
1

2
(
te

0

i � e0i
t) = 
t � e0i; (133)

onde de�nimos


t = 2 _R ~R: (134)

Como R 2 C`+3 e R ~R = 1 segue que 
̂t = 
t e

~
t = �
t, ou seja, 
t �e um 2-vetor. De�nindo ! como

! = � ?
t = I
t (135)

temos

_e0i = (�I!) � e0i = �I(! ^ e0i) = ! � e0i: (136)

O vetor ! �e o que chamamos em Mecânica de vetor ve-

locidade angular e na geometria de curvas de vetor de

Darboux [9]. Denominamos 
t 2-vetor de Darboux.

De extrema importância �e a base ffig na qual o 2-

vetor de Darboux assume a forma


t = Af2f1 +Bf3f2: (137)

Nesse caso as equa�c~oes _fi = 
t � fi s~ao dadas explicita-

mente por
_f1 = Af2;
_f2 = �Af1 + Bf3;
_f3 = �Bf2;

(138)

que reconhecemos como as equa�c~oes de Frenet [9]. A

base ffig �e chamada base de Frenet.

No caso do espa�co euclideano E3 podemos ainda

considerar rota�c~oes locais R(x). De maneira an�aloga

temos ei 7! e0i(x) = R(x)ei ~R(x), e podemos escrever

@ke
0

i =
@e0i
@xk

=
1

2
(
ke

0

i � e0i
k) = 
k � e0i; (139)

onde de�nimos os 2-vetores de Darboux


k = 2(@kR) ~R: (140)

Usando @kR = (1=2)
kR e exigindo que @k@lR =

@l@kR segue que 
k deve satisfazer

@l
k � @k
l =
1

2
(
l
k �
k
l) =

1

2
[
l;
k]: (141)

O conjunto dos 2-vetores 
k munido do comutador

como produto �e uma sub-�algebra de C`3, que �e justa-

mente a �algebra de Lie do grupo Spin(3). Esse assunto

�e muito interessante e importante, mas a sua discuss~ao

est�a fora dos nossos presentes objetivos.

VI. O spinor de Pauli

Vimos que C`3 'M(2;C), que �e a �algebra das ma-

trizes complexas 2� 2 gerada por f1; �1; �2; �3g. Estas
matrizes representam os endomor�smos do espa�co veto-

rial C2, ou seja, aplica�c~oes lineares C2 !C2. O espa�co

vetorial C2 �e o que chamamos de espa�co dos spinors,

no caso do espa�co vetorial IR3. Em outras palavras, um

spinor �e um elemento da forma

 =

�
�1 + i�1
�2 + i�2

�
; (142)

onde �i; �i 2 IR. Estes spinors s~ao chamados spinors

de Pauli.

A de�ni�c~ao acima de um spinor de Pauli, embora

usual, �e demais abstrata. Isso se deve, sobretudo, ao

fato da de�ni�c~ao se dar em termos da �algebra de ma-

trizes M(2;C) e n~ao em termos da �algebra geom�etrica

C`3. Vamos procurar, portanto, uma de�ni�c~ao equiva-

lente do spinor de Pauli em termos de C`3, que espera-

mos apresente uma clara interpreta�c~ao geom�etrica.

Consideremos o multivetor f dado por

f =
1

2
(1 + e3): (143)

Este multivetor �e dito um idempotente uma vez que

f2 = f . O conjunto da forma I3 = C`3f �e um ideal

�a esquerda da �algebra C`3 { um ideal (�a esquerda) I

da �algebra A �e o conjunto dos elementos de A tais que

xi 2 I, 8x 2 A, 8i 2 I.



Jayme Vaz Jr. 249

Vamos, por raz~oes que �car~ao claras a seguir, deno-

tar f = j1i. Se tomamos A 2 C`3 na forma geral (75)

podemos escrever para Af = A j1i a express~ao:

A j1i = [(a+ a3) + I(a12 + a123)] j1i
+[(a1 + a13) + I(a2 + a23)] j2i ; (144)

onde de�nimos j2i = e1f .

Por outro lado, para A j2i temos

A j2i = [(a1 � a13)� I(a2 � a23)] j1i
+[(a� a3) � I(a12 � a123)] j2i : (145)

Uma vez que I faz o papel de unidade imagin�aria

em C`3 tomamos If = if e das eqs.(144,145) segue a

representa�c~ao matricial (76) do multivetor A, onde de-

�nimos Aba (a; b = 1; 2) atrav�es de A jai = Aba jbi. Se

de�nimos h1j = fj1i e h2j = fj2i, segue que
hajjbi = �abf (a; b = 1; 2); (146)

onde �ab = 1 para a = b = 1; 2 e �ab = 0 para a 6= b.

Al�em disso
2X

a=1

jai haj = 1; (147)

de onde segue

A jai =
2X

b=1

jbi hbjA jai =
2X

b=1

Aba jbi ; (148)

que nos fornece os elementos Aba na eq.(76).

Com isso, se identi�camos

j1i $
�

1

0

�
; j2i $

�
0

1

�
; (149)

podemos escrever um spinor de Pauli na forma

 = (�1 + i�1) j1i + (�2 + i�2) j2i : (150)

Nesse caso  �e um elemento do ideal �a esquerda I3 =
C`3f , que �e uma de�ni�c~ao que n~ao faz nenhuma re-

ferência �a representa�c~ao matricial de C`3. Chegamos

assim a uma de�ni�c~ao alg�ebrica do spinor de Pauli.

Se comparamos =  f com Af dado pelo eq.(144)

vemos que  n~ao necessita ser de�nido como um ele-

mento de C`3f mas podemos igualmente de�n��-lo em

termos de C`+3 uma vez que a eq.(144) nos diz que

C`3f ' C`+3 f . Al�em disso, a eq.(76) nos mostra que

C`+3 ' C`+3 f , onde este isomor�smo �e dado explicita-

mente por �
z1
z2

�
$
�
z1 �z�2
z2 z�1

�
: (151)

Com isso podemos representar um spinor de Pauli em

C`3 como um elemento da sub-�algebra par C`+3 . Che-

gamos assim a uma de�ni�c~ao alternativa do spinor de

Pauli como um elemento de C`+3 . Diremos que este ele-

mento de C`+3 �e um spinor operatorial de Pauli, por

motivos que �car~ao claros a seguir. A rela�c~ao entre

 2 C`+3 e  2C2 �e dada explicitamente por

 = a+ a12e1e2 + a13e1e3 + a23e2e3

$
�

a+ ia12
a13 + ia23

�
=  : (152)

Note que

 = (a+ a12e1e2) + (a13 + a23e2e1)e1e3; (153)

onde e1e2 e e2e1 fazem o papel de unidade imagin�aria.

Se tomamos e1e2 j i = � j i segue que �2 = �1, de
modo que � = �i. De�nindo j1i e j2i de modo que

e1e2 j1i = i j1i e e1e2 j2i = �i j2i temos j2i = e1e3 j1i,
o que nos leva �a representa�c~ao j�a discutida.

Por outro lado vimos que C`+3 ' IH, de onde con-

cluimos que um spinor operatorial de Pauli pode ser

representado por um quat�ernion. Uma vez que os

quat�ernions possuem vastas aplica�c~oes em Mecânica

e Eletromagnetismo Cl�assicos concluimos que mesmo

dentro de \�areas cl�assicas" o conceito de spinor encon-

tra v�arias aplica�c~oes.

Vamos agora justi�car a denomina�c~ao spinor opera-

torial (de Pauli) para aquele elemento de C`+3 . Dado

 2 C`+3 temos

 ~ = a2 + a12
2 + a13

2 + a23
2 = �; (154)

onde � > 0.

Note que podemos identi�car (a=
p
�, a12=

p
�,

a12=
p
�, a23=

p
�) com as coordenadas locais de IR4 e

a eq.(154) como descrevendo S3. Os ângulos de Eu-

ler (�; �; ') podem ser usados para parametrizar S3, e

podemos escrever

a =
p
�cos �

2
cos
�
�+'
2

�
;

a12 =
p
�cos �

2
sin
�
�+'
2

�
;

a13 =
p
� sin �

2
sin
�
��'
2

�
;

a23 =
p
� sin �

2
cos
�
��'
2

�
;

(155)
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ou seja,

 =
p
�R; (156)

onde R 2 Spin(3), ou seja, R 2 C`+3 , R
~R = ~RR = 1,

dado, por exemplo, pelas eqs.(127,128).

Agora, o resultado da opera�c~ao  v ~ �e:

 v ~ = �Rv ~R; (157)

onde ~R = R�1 2 C`+3 e � > 0. Mas RvR�1 representa

uma rota�c~ao do vetor v e a multiplica�c~ao por � > 0 uma

dilata�c~ao. Concluimos assim que  age sobre um vetor

atrav�es de uma rota�c~ao e de uma dilata�c~ao. Em fun�c~ao

desta interpreta�c~ao de  em termos de sua opera�c~ao

sobre um vetor como em v 7!  v ~ sugere-se o nome

spinor operatorial para  .

Se  age sobre um vetor atrav�es de uma rota�c~ao e

de uma dilata�c~ao, podemos escrever um vetor arbitr�ario

de IR3 como o resultado da a�c~ao de  sobre um \vetor

de referência". Tomando este vetor por conveniência

como sendo e3 podemos escrever x 2 IR3 na forma

x =  e3 ~ : (158)

O c�alculo da express~ao acima nos fornece para x =

x1e1 + x2e2 + x3e3 que

x1 = 2 (aa13 + a12a23) ;
x2 = 2 (aa23 � a12a13) ;
x3 = a2 + a12

2 � a13
2 � a23

2:
(159)

Se usamos as eqs.(155) segue que

x1 = � sin � sin�;
x2 = � sin �cos�;
x3 = �cos�;

(160)

onde reconhecemos (�; �; �) como as coordenadas

esf�ericas.

�E claro que poder��amos chegar �as mesmas con-

clus~oes usando  2 C2, mas isto n~ao �e muito evi-

dente de antem~ao. Al�em disso devemos trabalhar nesse

caso com cada coordenada xi (i = 1; 2; 3) em separado.

Como xi = x � ei = hxeii0 temos xi = h e3 ~ eii0.
Mas a eq.(76) nos mostra que em termos daquela re-

presenta�c~ao matricial temos h i0 $ Tr( ) e ~ $  y

(conjuga�c~ao hermitiana { eq.(79)). Logo xi �e dado

por (1=2)Tr( �3 
y�i) = (1=2)Tr(�3 

y�i ). Mas f =

(1=2)(1 + e3), de modo que xi = Tr(f y�i f), onde

usamos f2 = f e �3f = f . Temos �nalmente

xi =  
y�i : (161)

Usando a eq.(152) temos

 =
p
�

0@ cos �
2
exp

�
i�
2

�
i sin �

2
exp

�
�i�

2

� 1A exp i
�'
2

�
; (162)

e se calculamos xi de acordo com a eq.(161) e usando

a eq.(162) obtemos o resultado das eqs.(160).

VII. A transforma�c~ao ativa do spinor

Na se�c~ao anterior mostramos como o conceito de

spinor pode ser interpretado do ponto de vista opera-

cional, ou seja, por sua a�c~ao sobre um vetor atrav�es

de uma rota�c~ao e uma dilata�c~ao. Com isso, vimos que

podemos escrever um vetor x 2 IR3 na forma

x =  e3 ~ ; (163)

onde  2 C`+3 �e um spinor (operatorial) de Pauli. A

escolha do \vetor de referência" e3 �e, entretanto, com-

pletamente arbitr�aria. Poder��amos escolher qualquer

outro vetor u e escrever x = �u~�, onde � 2 C`+3 �e um

outro spinor de Pauli.

Vamos, sem perda de generalidade, escolher esse ou-

tro \vetor de referência" como sendo e03, obtido �a partir

de e3 por uma dada rota�c~ao. Nesse caso podemos es-

crever

x =  Be3 ~ B =  B0e03
~ B0 ; (164)

onde

 B = a+ a12e1e2 + a13e1e3 + a23e2e3; (165)

 B0 = a0 + a012e
0

1e
0

2 + a013e
0

1e
0

3 + a023e
0

2e
0

3::(166)

A nota�c~ao acima, ou seja,  B e  B0 , pode parecer um

pouco confusa �a primeira vista, mas como veremos ela

�e de extrema utilidade.

Podemos interpretar a eq.(164) da seguinte forma.

As bases B = fe1; e2; e3g e B0 = fe01; e02; e03g podem ser

pensadas como estando associadas a dois sistemas de re-

ferência S e S0, enquanto o vetor x descreve uma propri-

edade objetiva do sistema em considera�c~ao (por exem-

plo, a posi�c~ao de umapart��cula). Nesse caso a express~ao

 Be3 ~ B nos diz como calcular x dentro do sistema S,
enquanto a express~ao  B0e03

~ B0 nos diz como calcular

a mesma quantidade x dentro do sistema S0. Como B
e B0 est~ao supostamente relacionados por uma rota�c~ao,



Jayme Vaz Jr. 251

os sistemas S e S0 devem ser considerados como equi-

valentes, e os objetos  B e  B0 devem ser pensados de

alguma forma como sendo omesmo objeto uma vez que

ambos determinam o mesmo vetor x.

Com isso chegamos �a de�ni�c~ao precisa do con-

ceito de spinor operatorial (de Pauli). Um spinor

operatorial �e uma classe de equivalência de elementos

 B;  B0; : : : 2 C`+3 tais que  Be3 ~ B =  B0e03
~ B0 = : : :,

onde e0i = Rei ~R (i = 1; 2; 3), R 2 Spin(3). Vamos

denotar essa classe de equivalência por 	 . Nesse caso

dizemos que  B �e o representante de 	 na base B e  B0

�e o representante de 	 na base B0.
Vamos agora explorar essa de�ni�c~ao. Primeiro, te-

mos

x =  Be3 ~ B = x1e1 + x2e2 + x3e3; (167)

x =  B0e03
~ B0 = x01e

0

1 + x02e
0

2 + x03e
0

3; (168)

onde as coordenadas xi e x
0

i s~ao dadas atrav�es de

x1 = 2 (aa13 + a12a23) ;
x2 = 2 (aa23 � a12a13) ;
x3 = a2 + a12

2 � a13
2 � a23

2;
(169)

e
x01 = 2 (a0a013 + a012a

0

23) ;
x02 = 2 (a0a023 � a012a

0

13) ;
x03 = a02 + a012

2 � a013
2 � a023

2:
(170)

Por outro lado, uma vez que e0i = Rei ~R, temos

 Be3 ~ B =  B0e03
~ B0 =)  B0 =  BR

�1: (171)

Em outras palavras,  B e  B0 dados pelas eqs.(165) e

(166) s~ao considerados equivalentes se  B0 =  BR
�1,

onde R 2 Spin(3) (R�1 = ~R). Usando e0i = Rei ~R na

eq.(166) segue desta rela�c~ao de equivalência que

a+ a12e1e2 + a13e1e3 + a23e2e3

= R(a0 + a012e1e2 + a013e1e3 + a023e2e3):(172)

Usando a parametriza�c~ao de R em termos dos ângulos

de Euler (�; �; ') dada pela eq.(127) ou (128), obtemos

da equa�c~ao acima que

a = a0cos
�

2
cos

�
�+ '

2

�
� a012cos

�

2
sin

�
�+ '

2

�
�a013 sin

�

2
sin

�
�� '

2

�
� a023 sin

�

2
cos

�
�� '

2

�
;

(173)

a12 = a0cos
�

2
sin

�
�+ '

2

�
+ a012cos

�

2
cos

�
�+ '

2

�

+a013 sin
�

2
cos

�
�� '

2

�
� a023 sin

�

2
sin

�
�� '

2

�
;

(174)

a13 = a0 sin
�

2
sin

�
�� '

2

�
� a012 sin

�

2
cos

�
�� '

2

�
+a013cos

�

2
cos

�
�+ '

2

�
+ a023cos

�

2
sin

�
�+ '

2

�
;

(175)

a23 = a0 sin
�

2
cos

�
�� '

2

�
+ a012 sin

�

2
sin

�
�� '

2

�
�a013cos

�

2
sin

�
�+ '

2

�
+ a023cos

�

2
cos

�
�+ '

2

�
:

(176)

Usando estas express~oes para a, a12, a13 e a23 nas

eqs.(169), obtemos ap�os algumas manipula�c~oes que

x1 = (cos'cos�� cos� sin' sin�)x01

+(sin'cos�+ cos�cos' sin�)x02 + (sin � sin�)x03;

(177)

x2 = �(cos' sin�+ cos� sin'cos�)x01

+(sin' sin�+ cos�cos'cos�)x02 + (sin �cos�)x03;

(178)

x3 = (sin � sin')x01 � (sin �cos')x02 + (cos�)x03;

(179)

onde x01 s~ao dados pelas eqs.(170). O resultado acima

�e justamente o esperado, e que poder��amos ter obtido

usando a matriz fRijg dada pela eq.(131), o que nos

mostra a necessidade de de�nirmos um spinor atrav�es

de uma classe de equivalência.

Vejamos agora como de�nir uma transforma�c~ao

ativa de um spinor. Seja x =  Be3 ~ B, e fa�camos uma

transforma�c~ao ativa

ei 7! e0i = Rei ~R; x 7! x0 = Rx ~R; (180)

onde R 2 Spin(3). Do ponto de vista de uma trans-

forma�c~ao ativa, o vetor x0 �e um outro vetor, e podemos

escrever

x0 =  0
B0e03

~ 0
B0 =  0

B
e3 ~ 

0

B
; (181)

onde  0
B
e  0

B
0 s~ao os representantes do spinor 	 0 nas

bases B e B0, respectivamente. Mas

x0 =  0
B0e03

~ 0
B0 = Rx ~R = R Be3 ~ B

= R B ~RRe3 ~RR ~ B ~R = R( BR
�1)e03(R

~ B) ~R;

(182)
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de onde concluimos que

 0
B

0 = R BR
�1: (183)

Mas se  B e  B0 s~ao os representantes de 	 nas bases

B e B0 ent~ao  B0 =  BR
�1. Desse modo, temos

 0
B

0 = R B0 ; (184)

que �e a express~ao para a transforma�c~ao ativa de um

spinor em termos de seu representante na base B0. Em
termos da base B temos  0

B
0 =  0

B
R�1, de modo que

 0
B
= R B; (185)

o que nos mostra de maneira geral que

	
0 = R	 : (186)

Vamos agora olhar para este problema do ponto de

vista de sua representa�c~ao matricial. Primeiro, em S
podemos representar os vetores feig pelas matrizes de

Pauli f�ig. Por outro lado, em S0 podemos represen-

tar os vetores fe0ig pelas mesmas matrizes de Pauli

f�ig. �E claro que isso n~ao �e necess�ario uma vez que

poder��amos represent�a-los por matrizes �0i = U�iU
�1,

onde U 2 SU(2), mas esta �e a escolha mais apropriada

tanto para S como para S0 { al�em de didaticamente con-

veniente. Nesse caso representar��amos  B e  B0 atrav�es

da mesma matriz coluna

 =

�
a+ ia12
a13 + ia23

�
=

�
a0 + ia012
a013 + ia023

�
: (187)

Portanto, em termos de representa�c~ao matricial n~ao faz

sentido distinguirmos S e S0. A transforma�c~ao ativa de

 �e dada nesse caso por

 7!  
0 = R ; (188)

onde R agora �e dado pela matriz da eq.(129). O que

vemos �e que em termos da representa�c~ao matricial a

transforma�c~ao de um spinor s�o pode ser interpretada

no sentido ativo1. J�a em termos da representa�c~ao de

um spinor em termos de C`+3 podemos tamb�em pensar

em uma transforma�c~ao no sentido passivo, nesse caso

dos representantes do spinor 	 em termos das bases B
e B0.

Um dos fatos mais intrigantes com rela�c~ao a um spi-

nor �e que ap�os uma rota�c~ao de 2� temos  7! � { se

tomarmos por exemplo (�; �; ') = (2�; 0; 0) ou (0; 2�; 0)

ou (0; 0; 2�) temos R = �1 e da��  7! � . Embora

esse fato n~ao altere o valor das quantidades observ�aveis,

a sua interpreta�c~ao e consequências s~ao um objeto de

grande especula�c~ao [10]. Vejamos como a interpreta�c~ao

desse fato �e muito simples dentro do que discutimos.

Vimos que uma transforma�c~ao ativa sobre  B ou

 B0 se faz atrav�es de  B 7!  0
B

= R B ou  B0 7!
 0
B0 = R B0 = R0 B0 , onde R0 �e o mesmo multi-

vetor R escrito n~ao em termos de feig mas de fe0ig,
ou seja, R0 = R(R) ~R = R. O que uma equa�c~ao

como  0
B
= R cB nos mostra �e a express~ao do spi-

nor transformado 	 0 na base B, ou seja,  0
B
. Em ter-

mos da base transformada B0 temos  0
B0 = R B0 , e

como  B0 =  BR
�1, temos  0

B
0 = R BR

�1. Ap�os

uma rota�c~ao de 2� temos  0
B

0 = � B0 ,  0
B

= � B
mas  0

B0 =  B. O fato �e que um spinor estabelece

uma rela�c~ao entre um observ�avel e um sistema de re-

ferência atrav�es de x =  Be3 ~ B =  B0e03
~ B0 . Se trans-

formamos ativamente apenas x 7! x0 e expressamos o

resultado em termos da base B como se esta estivesse

\�xada" ent~ao h�a uma mudan�ca de sinal mas se ex-

pressamos o resultado em termos da base transformada

B0 ent~ao nada se altera. O que ocorre em termos da

representa�c~ao matricial �e que as bases B e B0 s~ao \iden-
ti�cadas" no sentido em que tanto feig como fe0ig s~ao
representados pelas mesmas matrizes de Pauli f�ig, o
que corresponde a manter a base \�xada", e nesse caso

necessariamente h�a uma mudan�ca de sinal. A analo-

gia que melhor traduz o que discutimos acima �e, na

nossa opini~ao, o do chamado problema da tesoura de

Dirac [Dirac scissors problem], discutido, por exemplo,

em [11].

VIII. A teoria de Pauli

O postulado b�asico da teoria de Pauli �e que o el�etron

�e descrito por um campo de spinors  (x; t) 2 C2 (que

por simplicidade denotamos simplesmente por  ) e tal

que  y nos fornece, dentro da interpreta�c~ao usual da

MQ, a densidade de probabilidade �(x; t) de encontrar-

mos o el�etron na posi�c~ao x no instante t. Este �e o postu-

lado b�asico da MQ com a diferen�ca que ao inv�es de uma

1Note que estamos considerando nessa discuss~ao um spinor , e n~ao um campo de spinors  (x), caso este em que podemos usar
diferentes coordenadas fxig ou fyig e pensar em  (xi) =  (yi) como uma transforma�c~ao passiva.
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fun�c~ao de onda estamos considerando um campo de spi-

nors. A justi�cativa usual no caso �e que o el�etron possui

spin, e que para levarmos em considera�c~ao este grau de

liberdade devemos usar o spinor, e nesse caso a densi-

dade de spin �e dada em componentes por (~=2) y�i 

(i = 1; 2; 3). Vamos analisar isto em detalhes, e para

tal vamos usar a �algebra geom�etrica C`3, que al�em de

matematicamente coerente, possui um claro conte�udo

geom�etrico, que esperamos possa nos revelar aspectos

importantes da teoria de Pauli.

Consideremos um campo de spinors operatoriais de

Pauli  (x; t) 2 C`+3 , que denotamos simplesmente  ,

omitindo inclusive a referência a uma dada base sem-

pre que n~ao houver risco de confus~ao. A densidade de

probabilidade � = �(x; t) �e dada por

� =  ~ = ~  : (189)

Da eq.(154) vemos que a densidade de probabilidade

�e de�nida-positiva (� � 0) e da eq.(156) que
p
� �e a

amplitude do campo de spinors operatoriais  .

Como vimos das eqs.(158) e (161), a express~ao

 y�i nos fornece a i-�esima componente de um vetor,

cuja express~ao intr��nseca pode ser escrita como  e3 ~ .

Qualquer vetor pode ser escrito na forma  e3 ~ , onde

 �e um spinor, de modo que trabalhar com um spi-

nor dentro de uma teoria n~ao signi�ca que na teoria

estejamos a priori considerando qualquer coisa relacio-

nada com spin. O spin entra dentro da teoria quando

supomos que o el�etron possui um momento de dipolo

magn�etico � dado por � = (e=mc)s, onde o vetor s �e o

momento angular intr��nseco do el�etron, que denomina-

mos spin. Este fato n~ao implica que devemos usar um

spinor dentro da teoria.

Se o valor absoluto do momento angular intr��nseco

�e ~=2, ent~ao s = (~=2)ŝ, onde ŝ �e um vetor unit�ario, e a

densidade de spin �s pode ser escrita, usando um spinor

 , na forma (~=2) e3 ~ , ou �si = (~=2)h e3 ~ eii0 =

(~=2) y�i . O spin entra portanto dentro da teoria

quando interpretamos a quantidade

�s =
~

2
 e3 ~ (190)

como a densidade de spin e quando interpretamos

�� =
e~

2mc
 e3 ~ (191)

como a densidade de momento de dipolo magn�etico.

Nas express~oes acima aparece explicitamente a es-

colha do \vetor de referência" e3. Esse \vetor de re-

ferência" e3 determina uma dire�c~ao no espa�co que de-

nominamos dire�c~ao (ou eixo) de quantiza�c~ao. Note

que a escolha da dire�c~ao de quantiza�c~ao �e completa-

mente arbitr�aria. A escolha de uma outra dire�c~ao de-

terminada por e03 = Ue3 ~U , U 2 Spin(3), implica que

 Be3 ~ B =  B0e03
~ B0 com  B0 =  B ~U , e tanto  B como

 B0 podem ser representados pela mesma matriz co-

luna. �E claro que isso n~ao altera o vetor s, mas as suas

componentes s~ao obviamente diferentes em fun�c~ao de

diferentes dire�c~oes de quantiza�c~ao.

Se o campo de vetores s �e constante, ou seja, n~ao de-

pende nem de x nem de t, ent~ao dizemos que o el�etron

est�a em um auto-estado de spin. Nesse caso podemos

convenientemente escolher a dire�c~ao de quantiza�c~ao

como sendo a dire�c~ao do vetor s. Se olharmos para a

eq.(190) vemos que podemos escrever s = (~=2) e3,

ou ainda e3s = (~=2)e3 e3, e da�� podemos de�nir o

operador multivetorial Ŝ como

Ŝ[ ] =
~

2
e3 e3; (192)

e dizer que temos um auto-estado de spin quando

Ŝ[ ] = �~

2
 : (193)

Nesse caso Ŝ[ ] = e3s = �(~=2) , ou seja, e3s =

�(~=2), de onde segue que

s = �~

2
e3; (194)

que nos diz justamente que a dire�c~ao de quantiza�c~ao

coincide com a do spin. Do ponto de vista de  2 C2,

uma vez que  '  f com f = (1=2)(1+ e3) e e3f = f ,

segue que Ŝ[ ] = (~=2)�3 .

Quando estamos em um auto-estado de spin temos

 = �e3 e3, de onde segue que

 =
1

2
( � e3 e3): (195)

Note que se de�nirmos �� atrav�es de

��[ ] =
1

2
( � e3 e3); (196)

temos que os operadores �� satisfazem

���� = ��; ���� = ���� = 0; �+ +�� = 1;

(197)
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ou seja, �� s~ao operadores de proje�c~ao. Estes s~ao os

operadores de proje�c~ao de spin, de modo que

Ŝ [��[ ]] = �~

2
��[ ]: (198)

Consideremos agora o operador momentum. De�-

nimos o operador momentum p̂ como

p̂[ ] = �~r Ie3 = ~r e2e1: (199)

N~ao �e dif��cil vermos que esta de�ni�c~ao corresponde �a

usual em termos de  . De fato, para p̂[ ] = ekp̂k[ ]

temos as representa�c~oes ek $ �k e p̂k $ �i~@k , que
�e a express~ao conhecida.

De�nimos a densidade de momentum �p atrav�es de

�p = hp̂[ ] ~ i1; (200)

onde lembramos que h i1 indica a parte 1-vetor da ex-

press~ao dada. Como veremos adiante, o uso do proje-

tor h i1 :
V
(E3) ! V1

(E3) �e realmente necess�ario na

express~ao acima.

De�nimos tamb�em o operador energia, no caso

Ê[ ] = ~
@ 

@t
Ie3; (201)

e a correspondente densidade de energia atrav�es de

�E = hÊ[ ] ~ i0: (202)

No caso de um el�etron livre, a chamada equa�c~ao de

Pauli escreve-se

Ê[ ] =
1

2m
p̂2[ ]; (203)

ou seja,

~
@ 

@t
Ie3 = � ~

2

2m
r2 : (204)

No caso de um auto-estado de spin temos  = �e3 e3,
e nesse caso  deve ser da forma  = r exp (Ie3�), de

modo a equa�c~ao de Pauli pode ser escrita nesse caso

como i~(@�=@t) = (�~2=2m)r2�, onde � = r exp (i�),

que �e a equa�c~ao de Schr�odinger. Do ponto de vista da

teoria de Pauli, a equa�c~ao de Schr�odinger descreve um

el�etron em um auto-estado de spin.

Vejamos agora como escrever a equa�c~ao de Pauli

para o el�etron no caso de intera�c~ao com um campo

eletromagn�etico externo. Lembremos que na teoria de

Pauli supomos que o el�etron possui um momento de

dipolo magn�etico �, que por sua vez interage com um

campo magn�etico B, intera�c~ao esta com energia po-

tencial V = �� � B. Para escrevermos a equa�c~ao de

Pauli nessa situa�c~ao vamos voltar um pouco �a quest~ao

da dire�c~ao de quantiza�c~ao. Qualquer transforma�c~ao

ei 7! e0i = Uei ~U , U 2 Spin(3), tal que e03 = e3 n~ao

altera a dire�c~ao de quantiza�c~ao. Uma rota�c~ao que n~ao

altera o vetor e3 �e descrita por U da forma

U = exp (e2e1�) = exp (�Ie3�); (205)

ou seja, �e uma rota�c~ao no plano dos vetores e1 e e2.

Por outro lado, a �unica quest~ao envolvida no c�alculo de

quantidades como �, s, p ou E �e a escolha da dire�c~ao de

quantiza�c~ao e3, de modo que a escolha dos vetores e1 e

e2 �e completamente arbitr�aria. Em outras palavras, as

quantidades observ�aveis devem ser invariantes perante

rota�c~oes dos vetores e1 e e2.

No caso de uma rota�c~ao descrita por U acima,  B

deve se transformar em  B0 dado por

 B0 =  B exp (e1e2�) =  B exp (Ie3�): (206)

Note que essa transforma�c~ao corresponde a

 7!  exp (i�); (207)

que �e o que chamamos mudan�ca de fase. A arbitrarie-

dade na fase corresponde portanto �a arbitrariedade na

escolha dos vetores e1 e e2 uma vez �xada a dire�c~ao de

quantiza�c~ao e3.

Tomando as express~oes para �, s, p e E vemos

que estas quantidades s~ao invariantes perante a trans-

forma�c~ao de fase (206) quando � n~ao depende nem de

x nem de t { caso este a que nos referimos como uma

transforma�c~ao global de fase do campo de spinors  .

No caso de uma transforma�c~ao local de fase { ou seja,

� = �(x; t) { as quantidades p e E como as de�ni-

mos n~ao permanecem mais invariantes. Para de�nir-

mos quantidades invariantes introduzimos nesse caso

campos \auxiliares", que s~ao os chamados campos de

gauge. No caso em que � = �(x; t) podemos veri�car

que ocorrem as seguintes transforma�c~oes:

�p 7! �p+ ~r�; (208)

�E 7! �E � ~
@�

@t
; (209)

onde j�a vimos que r� = grad�. Uma vez que o mo-

mentum cin�etico deve ser uma quantidade invariante,
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introduzimos um campo vetorial A que se transforma

como

A 7! A +
~c

e
r�; (210)

e de�nimos o operador momentum cin�etico P̂ como

P̂[ ] = p̂[ ] +
e

c
A = �~r Ie3 +

e

c
A : (211)

O operador p̂[ ] = �~r Ie3 �e o operador momentum

canônico e a quantidadeA �e interpretada como o poten-

cial vetor eletromagn�etico. De maneira an�aloga, intro-

duzimos um campo escalar W , que interpretamos como

o potencial escalar, que se transforma como

W 7! W +
~c

e

@�

@t
: (212)

De�nindo o operador hamiltoniano Ĥ como

Ĥ[ ] =
1

2m
P̂2[ ]� e

c
W ; (213)

podemos escrever a equa�c~ao de Pauli para o el�etron em

um campo eletromagn�etico com potenciais escalar W e

vetor A na forma

~
@ 

@t
Ie3 = Ĥ[ ]: (214)

H�a um fato particularmente interessante e impor-

tante com rela�c~ao a esta formula�c~ao, que �e o fato de

n~ao necessitarmos postular a forma de intera�c~ao do

el�etron com o campo eletromagn�etico. De fato, se to-

marmos a express~ao para P̂[ ] obteremos, ap�os algumas

manipula�c~oes, que

P̂2[ ] = �~2r2 � 2e~

c
(A � r) Ie3

�e~
c
(r �A) Ie3 +

e2

c2
A2 +

e~

c
B e3;

(215)

onde B = �ir^A = r�A e A �r = Ak@k. Por outro

lado, com exce�c~ao do �ultimo termo no lado direito da

equa�c~ao acima, os demais prov�em de P̂kP̂k[ ], ou seja,

P̂kP̂k[ ] = �~2r2 � 2e~

c
(A � r) Ie3

�e~
c
(r �A) Ie3 +

e2

c2
A2 ; (216)

de modo que

P̂2[ ] = P̂kP̂k[ ] +
e~

c
B e3: (217)

Uma outra maneira de olharmos para o resultado acima

�e escrevendo

P̂2[ ] = ejP̂j

h
ekP̂k[ ]

i
= ejekP̂jP̂k[ ]

= (ej � ek)P̂jP̂k[ ] + (ej ^ ek)P̂jP̂k[ ]

= P̂kP̂k[ ] + (ej ^ ek)
1

2
(P̂jP̂k � P̂kP̂j)[ ]

= (P̂ � P̂)[ ] + (P̂ ^ P̂)[ ]; (218)

onde introduzimos uma �obvia nota�c~ao. Podemos, por-

tanto, escrever a equa�c~ao de Pauli na forma

~
@ 

@t
Ie3 =

1

2m
(P̂ � P̂)[ ]� e

c
W +

e~

2mc
B e3; (219)

onde o �ultimo termo corresponde ao termo de intera�c~ao

usual (e~=2mc)(B1�1 + B2�2 + B3�3) [12].

Para podermos apreciar em detalhes o que est�a por

detr�as da equa�c~ao de Pauli vamos primeiro olhar para

o operador momentum cin�etico. De�nimos hP̂[ ] ~ i1
como a densidade de momentum cin�etico �p, de modo

que podemos escrever

�p = hP̂[ ] ~ i1 = hekP̂k[ ] ~ i1
= ekhP̂k[ ] ~ i0 + ek � hP̂k[ ] ~ i2: (220)

Vamos analisar os termos do lado direito. Se lembrar-

mos a eq.(156) temos

@k = @k(
p
�R) =

1

2

�
@k�

�
+ 
k

�
 ; (221)

onde 
k (k = 1; 2; 3) s~ao os 2-vetores de Darboux {

eq.(140). Podemos, portanto, escrever

hP̂k[ ] ~ i2 = �~h@k Ie3 ~ i2 +
e

c
hAk ~ i2

= �~

2
h
�
@k�

�
+
k

�
 Ie3 ~ i2

= �Ih
�
@k�

�
+
k

�
�si1

= �I[(@k�)s + �@ks]

= �I@k(�s); (222)

onde usamos @ks = 
k � s = h
ksi1. Logo, temos

ek � hP̂k[ ] ~ i2 = �r � (I�s) = r� (�s); (223)

onde usamos r � (I�s) = Ir ^ (�s) = �r� (�s). Note

que a quantidade (e=m)r� (�s) = cr� (��) �e justa-

mente a densidade de corrente de magnetiza�c~ao[13].

Quanto ao termo hP̂k[ ] ~ i0 temos

hP̂k[ ] ~ i0 = �~

2
h
�
@k�

�
+
k

�
 Ie3 ~ i0 +

�e

c
Ak

= �h
kI�si0 +
�e

c
Ak; (224)
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ou,

hP̂k
~ i0 = �[�h
kSi0 +

e

c
Ak]; (225)

onde de�nimos

S = Is = ?s (226)

como o 2-vetor spin. Para entendermos o signi�cado da

eq.(225), e em particular do termo h
kSi0, vamos supor

que o el�etron est�a em um auto-estado de spin. Nesse

caso  deve ser da forma  = r exp (Ie3�), que fornece

s = (~=2)e3, S = (~=2)e1e2 e 
k = @k�Ie3 = @k�e1e2.

Logo h
kSi0 = �(~=2)@k� e

hP̂k[ ] ~ i0 �
e

c
Ak = @k

�
~

2
�

�
= @kA: (227)

Note que nesta express~ao o vetor do lado esquerdo

�e dado por rA = gradA, onde A = (~=2)� tem

as dimens~oes de a�c~ao. Esta express~ao �e justamente

a f�ormula de de Broglie [14] para a velocidade do

el�etron dentro da teoria de Schr�odinger (no caso em

que A = 0), ou seja, u = (1=m) gradA. Desse modo,

se interpretamos

�muk = hP̂k[ ] ~ i0; (228)

onde �u = ek�uk �e a densidade de velocidade, temos

�nalmente

�p = �mu +r� (�s): (229)

O que a express~ao acima nos diz �e que em geral o

momentum p e a velocidade u n~ao s~ao colineares den-

tro da teoria de Pauli. Isto, na verdade, n~ao nos deve

causar surpresa uma vez que �e bem sabido [15] que no

caso de part��culas com spin o momentum e a veloci-

dade n~ao s~ao colineares { mesmo no n��vel de uma te-

oria cl�assica. Note que mesmo em um auto-estado de

spin temos em geral p 6= mu, pois se @ks = 0 ent~ao

p = mu + ��1(r�) � s, onde o termo r� �e um termo

do tipo difus~ao, e p = mu em um auto-estado de spin

apenas se (r�)�s = 0, onde um caso particular corres-

ponde a r� = 0 que �e satisfeita pelas solu�c~oes do tipo

ondas planas.

Usando os resultados acima podemos escrever uma

express~ao conveniente para P̂[ ]. Usando

P̂[ ] ~ = hP̂[ ] ~ i1 + hP̂[ ] ~ i3; (230)

onde

hP̂[ ] ~ i1 = ekhP̂k[ ] ~ i0 + ek � hP̂k[ ] ~ i2;(231)
hP̂k[ ] ~ i3 = ek ^ hP̂k[ ] ~ i2; (232)

temos

P̂[ ] ~ = (�p� Ir � (�s)); (233)

que podemos escrever como

P̂[ ] = [mu� ��1Ir(�s)] ; (234)

ou

P̂k[ ] = (muk �Qk) ; (235)

onde de�nimos os 2-vetores

Qk = I��1@k(�s) = ��1@k(�S): (236)

Usando a express~ao acima para P̂k[ ] encontramos

que

P̂kP̂k[ ] = �~@k(muk �Qk) Ie3 + (muk �Qk)P̂k[ ]

= 2[�r � (mu) + @kQk]S 

+[(mu)2 � 2mukQk +QkQk] 

= f2[�r � (mu) � (mu) � r ln�] + 2@kQk

+(mu)2S�1 � 2((mu � r)S)S�1+QkQkS
�1gS ;

(237)

onde usamos mukQkS
�1 = (mu � r) ln� + [(mu �

r)S]S�1 e S�1 = (2=~)2~S = �(2=~)2S.
Escrevendo de maneira an�aloga �a eq.(221) que

@t =
1

2

�
@t�

�
+
t

�
 ; (238)

podemos �nalmente escrever a equa�c~ao de Pauli usando

as eqs.(237) e (238) na forma

@t�

�
+
t =

1

m
[�r � (mu) � (mu � r) ln�]

+
1

2m
[2@kQk + (mu)2S�1 � 2((mu � r)S)S�1

+QkQkS
�1]� e

c
WS�1 � e

mc
IB: (239)

Separando as partes escalar e 2-vetor dessa equa�c~ao ob-

temos

@t�+r � (�u) = 0; (240)


t =

�
1

2
mu2 � u � rS+

1

2m
(2@kQkS+QkQk)

�
S�1

�e
c
WS�1 � e

mc
IB: (241)

Uma vez que para a densidade de corrente de mag-

netiza�c~ao temos r � (r� (�s)) = 0, segue da eq.(229)
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que a lei de conserva�c~ao (240) pode tamb�em ser escrita

como

@t� +r � (� p
m
) = 0: (242)

Na verdade, se procurarmos por uma lei de conserva�c~ao

atrav�es de um procedimento an�alogo ao que fazemos

usualmente dentro da teoria de Schr�odinger, ou seja, to-

mando a equa�c~ao de Pauli (219) e multiplicando-a por

~ e da�� subtraindo desta o reverso da assim equa�c~ao ob-

tida, encontraremos como lei de conserva�c~ao a eq.(242).

Da express~ao para 
t podemos obter imediatamente

a densidade de energia. Uma vez que

�E = h~@t Ie3 ~ i0 = �h
tSi0; (243)

temos portanto

E =
1

2
mu2 + Vq �

e

c
W +

e

mc
B � s; (244)

onde de�nimos

Vq =
1

2m
h2@kQkS+QkQki0: (245)

Dos termos da energia apenas Vq n~ao apresenta uma

interpreta�c~ao �obvia. Usando o fato que h@kSSi0 = 0

temos

h@kQkSi0 = S2

"
�
�r�
�

�2

+
r2�

�

#
+ hSr2Si0;

(246)

hQkQki0 = S2

�r�
�

�2

� hSr2Si0; (247)

de modo que

Vq = � ~
2

8m

"
2
r2�

�
�
�r�
�

�2
#
+

1

2m
hSr2Si0; (248)

ou ainda

Vq = � ~
2

2m

r2p�
p
�

+
1

2m
hSr2Si0: (249)

No caso em que o el�etron est�a em uma auto-estado de

spin temos Vq = �(~2=2m)(r2p�)=p�, que reconhe-

cemos como o chamado potencial quântico dentro da

teoria de Schr�odinger. O termo Vq �e portanto o poten-

cial quântico dentro da teoria de Pauli.

Outro resultado interessante que segue da eq.(241)

�e o seguinte. Para calcularmos

DS

Dt
= @tS+ u � rS = @tS+ uk@kS (250)

basta lembrarmos que

@tS =
1

2
[
t;S] = h
tSi2; (251)

de modo que

DS

Dt
= h
tSi2+u �rS= h[
t+(u �rS)S�1]Si2; (252)

onde o termo entre colchetes �e obtido diretamente da

eq.(241). Temos portanto

DS

Dt
=

1

2m
h2@kQkS+QkQki2 �

e

mc
hIBSi2: (253)

�E f�acil ver que hQkQki2 = 0 e que h2@kQkSi2 =

�I[(@kqk) � s], onde de�nimos Qk = Iqk. A eq.(253)

pode ser escrita desse modo como

Ds

Dt
=

e

mc
B� s � 1

m
(@kqk)� s

=
e

mc
B� s � 1

m
[��1(r� � r)s+r2s]� s;(254)

ou ainda

Ds

Dt
=

e

mc
B� s� 1

m�
@k(�@ks� s): (255)

Existem muitos outros resultados interessantes que

podem ser obtidos dentro da presente formula�c~ao da

teoria de Pauli. Nesse ponto, entretanto, acreditamos

que a considera�c~ao destes resultados est�a um pouco fora

dos nossos objetivos iniciais. Para o leitor interessado

sugerimos a referência [16].

IX. Conclus~oes

Nosso principal objetivo nesse artigo foi discutir a

teoria de Pauli do el�etron dentro de uma formula�c~ao

moderna, poderosa e matematicamente coerente. Para

isso introduzimos e discutimos a chamada �algebra

geom�etrica (ou de Cli�ord) do espa�co euclideano C`3.

Primeiro mostramos como a �algebra geom�etrica

aparece naturalmente quando estudamos a geometria

ortogonal no espa�co euclideano e como as opera�c~oes

alg�ebricas possuem um claro signi�cado geom�etrico.

Nesse sentido a denomina�c~ao �algebra geom�etrica se jus-

ti�ca plenamente uma vez que representamos elemen-

tos geom�etricos por elementos alg�ebricos e opera�c~oes

geom�etricas por opera�c~oes alg�ebricas. Isso �e poss��vel

porque a �algebra geom�etrica uni�ca os quaternions e a

�algebra de Grassmann em um �unico sistema onde a es-

trutura multivetorial da �algebra de Grassmann permite
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representarmos os elementos geom�etricos por multive-

tores e onde a generaliza�c~ao do produto de quaternions

permite representar as opera�c~oes geom�etricas em ter-

mos de um produto geom�etrico. A rela�c~ao da �algebra

geom�etrica com a �algebra vetorial de Gibbs foi discu-

tida em detalhes, e mostramos que esta �ultima apre-

senta s�erias incoerências que s~ao corrigidas dentro da

�algebra geom�etrica. Mostramos tamb�em como todas

as opera�c~oes do c�alculo vetorial baseado na �algebra ve-

torial de Gibbs s~ao uni�cadas em uma �unica opera�c~ao

que �e a a�c~ao do operador nabla, e aproveitamos esse

fato para escrever as celebradas equa�c~oes de Maxwell,

que s~ao quatro equa�c~oes dentro da �algebra vetorial, na

forma de uma �unica equa�c~ao.

Discutimos e mostramos como as rota�c~oes apre-

sentam uma simples representa�c~ao dentro da �algebra

geom�etrica. Introduzimos o grupo Spin(3) e mostra-

mos que ele se trata do grupo de recobrimento duplo

do grupo SO(3), e interpretamos o seu signi�cado. Dis-

cutimos o conceito de spinor de Pauli sob três pon-

tos de vista distintos, mas que mostramos equivalentes,

ou seja, do ponto de vista da teoria de representa�c~oes

(como um elemento de C2), do ponto de vista alg�ebrico

(como um elemento de um ideal da forma C`3f), e do

ponto de vista operacional (como um elemento de C`3).

Neste �ultimo caso mostramos que um spinor de Pauli

age sobre um vetor atrav�es de uma rota�c~ao e de uma

dilata�c~ao. Utilizando essa vis~ao operacional, discuti-

mos a quest~ao da transforma�c~ao ativa de um spinor, e

mostramos que quest~oes como a mudan�ca de sinal de

um spinor ap�os uma rota�c~ao de 2� possue uma clara

interpreta�c~ao. Discuss~oes nessa dire�c~ao para o caso do

spinor de Dirac podem ser vistas em [17,18,19].

Finalmente mostramos como formular a teoria de

Pauli usando a �algebra geom�etrica. Muitos dos aspectos

abstratos da formula�c~ao usual desta teoria apresentam

uma clara identi�ca�c~ao geom�etrica neste formalismo.

Al�em disso, resultados n~ao t~ao evidentes na formula�c~ao

usual mostraram-se triviais, como por exemplo a n~ao-

colinearidade do momentum e da velocidade atrav�es da

identi�ca�c~ao de uma corrente de magnetiza�c~ao devida

ao spin. A identi�ca�c~ao do potencial quântico dentro

da teoria de Pauli �e particularmente interessante, onde

vimos que ele apresenta um termo que �e exatamente o

da teoria de Schr�odinger e um termo de origem no spin.

�E importante salientarmos que ao contr�ario da

�algebra vetorial de Gibbs, a �algebra geom�etrica

generaliza-se trivialmente para outras dimens~oes. A

�algebra geom�etrica do espa�co-tempo de Minkowski �e

de fundamental importância, e sua considera�c~ao en-

volve generaliza�c~oes triviais do que discutimos nesse ar-

tigo. Toda a cinem�atica relativ��stica �e formulada trivi-

almente dentro da �algebra geom�etrica do espa�co-tempo,

e a teoria relativ��stica do el�etron de Dirac apresenta

uma formula�c~ao t~ao simples nesta �algebra como a de

Pauli em termos da �algebra do espa�co euclideano. Para

o leitor interessado na formula�c~ao da teoria de Dirac

sugerimos a referência [20].

As �algebras geom�etricas possuem v�arias outras

aplica�c~oes que n~ao discutimos aqui. Nos limitaremos

aqui a identicar algumas referências [21].
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