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Nesse artigo discutimos sob um ponto de vista geométrico a teoria nao-relativistica do
elétron, dentro do contexto da chamada teoria de Pauli. Introduzimos e discutimos o con-
ceito de spinor de Pauli através do que chamamos algebra geométrica, no caso do espaco
euclideano tridimensional. Mostramos como esta algebra introduzida por Clifford sintetiza
e unifica os quatérnions de Hamilton e a algebra de extensao de Grassmann, e discuti-
mos a sua relacao com a algebra vetorial de Gibbs, mostrando que esta ultima apresenta
sérias incoeréncias. O conceito de spinor aparece dentro da algebra geométrica com uma
clara interpretacao geométrica, o que nos permite esclarecer varias questoes relacionadas a
este objeto, em particular a questao da transformacao ativa. Finalmente, mostramos como
escrever a equacao de Pauli na algebra geométrica, e deduzimos dessa equacao algumas im-
portantes relacoes entre observaveis, em particular a expressao para o chamado potencial

quantico.

I. Introducao

Os fundamentos da Mecanica Quantica (MQ) sem-
pre se mostraram um assunto fascinante e intrigante.
Longe de uma palavra final, os problemas de fundamen-
tos permanecem, e inclusive provocaram controvérsias
mesmo entre os fundadores da MQ. No que se re-
fere aos fundamentos da MQ, a quase totalidade das
questoes é introduzida e discutida, pelo menos nos
livros-texto padroes, dentro do que chamaremos teo-
ria de Schrodinger. A prépria discussao da teoria de
Schrodinger emerge apds uma andlise de problemas tais
como a lei de radiacao de Planck, o efeito fotoelétrico,
o atomo de Bohr, etc, seguindo uma linha historica.

Por outro lado, tdao importante quanto as ex-
periéncias e fatos que levaram a formulacao da teo-
ria de Schrodinger foi a experiéncia de Stern & Ger-
lach. A conclusao que hoje tiramos da experiéncia de
Stern & Gerlach é que a teoria de Schrodinger é in-
completa. Para levarmos em consideracao o grau de li-
berdade denominado spin devemos considerar a teoria

de Pauli, onde substituimos uma fun¢do complexa (a

fun¢io de onda) por um objeto chamado campo spino-
ral e a equacao de Schrodinger pela chamada equacao
de Pauli. A experiéncia de Stern & Gerlach sem divida
nos mostra a inadequacao de certos conceitos classicos,
e por isso mesmo é tomada como ponto de partida em
certos textos modernos [1].

O fato é que a teoria de Pauli é apenas superficial-
mente discutida dentro da literatura padrao da MQ. Se
nos permitirmos a uma pequena especulacao, talvez a
origem desse “esquecimento” da teoria de Pauli tenha
sido o advento da teoria de Dirac. O mérito da teoria de
Dirac é inegavel, mas o que ocorre é que uma vez sendo
uma teoria relativistica e por naturalmente se utilizar
do conceito de spinor ela sugere interpretagoes comple-
tamente equivocadas como a que o “spin é um grau de
liberdade de origem relativistica”.

Os equivocos com relagao a interpretacao do que
é spin nao se limitam, entretanto, ao referido acima.
Uma vez que as teorias de Pauli e de Dirac se utili-
zam de um objeto matematico chamado spinor, que
em nenhum momento aparece nas apresentacdes usu-

ais da Mecanica Classica, sugere-se também equivo-
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cadamente que o “spin é um grau de liberdade sem
analogo classico”. De fato, hoje conhecemos varios mo-
delos classicos de particulas com spin [2]. Além disso,
a nomenclatura nao apenas “nao ajuda”, mas sobre-
tudo “atrapalha”. Nao devemos pensar, como espe-
ramos mostrar nesse artigo, que ha alguma relagao a
priort entre spin e spinor. Esse é um equivoco muito
mailor do ponto de vista fisico do que matematico.

No que se refere ao que chamamos spin hoje sabe-
mos que o seu aspecto verdadeiramente “nao-classico”
estd relacionado com o chamado teorema spin — es-
tatistica, ou seja, particulas com spin semi-inteiro obe-
decem & estatistica de Fermi-Dirac e particulas com
spin inteiro obedecem a estatistica de Bose-Einstein.
No que se refere ao spin dentro de teorias de “primeira
quantizacao” como as de Pauli ou de Dirac, o que po-
demos realmente dizer, se formos honestos, é que ainda
sabemos pouco, ou quase nada, acerca do seu signifi-
cado.

Talvez a origem dos equivocos mencionados acima,
para nao dizer de outros que nao discutiremos, es-
teja no pouco conhecimento de uma Matematica que
remonta ao século passado. Isso nao nos deve cau-
sar surpresa uma vez que mesmo a teoria de matri-
zes era pouco conhecida dos fisicos quando do advento
da MQ, o que provavelmente levou & uma certa pre-
feréncia pela teoria de Schrodinger sobre a equivalente
Mecanica das matrizes de Born, Heisenberg e Jordan.
A Matematica a que estamos nos referindo emergiu no
ano de 1844 através dos trabalhos de Hamilton e Gras-
smann. Naquele ano Hamilton introduziu os chamados
quatérnions, enquanto Grassmann introduziu a dlgebra
de extensdo [Ausdehnungslehre].

A primeira vista nao havia nenhuma relacao apa-
rente entre os trabalhos de Hamilton e Grassmann.
Além disso, Hamilton ja era um matematico famoso
naquele tempo, o que contribuiu para que uma grande
atencao fosse dada aos quatérnions, enquanto o traba-
lho de Grassmann permanecia em uma relativa obscu-
ridade. Os quatérnions constituem-se em uma genera-
lizacao dos numeros complexos, de modo que enquanto
os complexos mostram-se um sistema adequado aos pro-
blemas envolvendo o plano euclideano, os quatérnions
mostram-se um sistema adequado aos problemas en-
volvendo o espaco euclideano. Em func¢ao disso varias

aplicacoes dos quatérnions em Mecanica e Eletromag-
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netismo Classicos se mostraram naturais e poderosas.
Inclusive Maxwell, em seu famoso tratado [3], considera

0s quatérnions.

E fato que idéias novas quase sempre encontram
uma resisténcia inicial, e os quatérnions nao fugiram
a essa regra. A disputa entre adeptos e criticos dos
quatérnions nao apenas nao levou a nada frutifero,
como também desviou a atencao do sistema de Grass-
mann. Alias, foram poucos como Grassmann que en-
tenderam o conceito de vetor no sentido em que esse
objeto se define pelas relacoes que ele satisfaz, e nao

pela sua natureza em si.

Dotado desse sentido de abstragao, Grassmann foi
capaz de formular um sistema poderoso, elegante e ge-
ral, adequado sobretudo a descricao de geometrias afim
e projetiva em espagos arbitrarios. Ja o sistema de Ha-
milton se mostrava adequado & uma geometria ortogo-
nal — que sem duvida é a mais importante em Fisica
— mas apenas dentro do espaco euclideano tridimensi-
onal. Ora, a questao natural que podemos colocar é
se seria possivel sintetizar as vantagens dos sistemas de
Hamilton e Grassmann em um unico sistema que se
mostre adequado a geometria ortogonal de um espaco

arbitrario.

Em 1886 Gibbs tentou unificar esses sistemas na-
quele hoje denominado dlgebra vetorial. O que se se-
guiu foi uma divisao entre os defensores da algebra de
Gibbs de um lado e os de Hamilton do outro, e como
podemos constatar em qualquer livro de Fisica Basica,
a algebra vetorial de Gibbs acabou se estabelecendo.
Na nossa opiniao, isso foi de uma grande infelicidade

para a Fisica, sobretudo em func¢ao do advento da MQ.

Se estudarmos os trabalhos de Hamilton e de Grass-
mann, e dai o de Gibbs, veremos que a algebra vetorial
de Gibbs nada mais é do que um apanhado de conceitos
disfarcado sobre o manto de uma notacao falaciosa. A
algebra vetorial de Gibbs além de nao ser uma genera-
lizacao dos sistemas de Hamilton e Grassmann uma vez
que 86 funciona no espaco tridimensional, também sofre
de deficiencias internas ausentes naqueles sistemas. De
fato, em uma estrutura fechada, o resultado de qual-
quer operacao sobre elementos dados deve ser um ele-
mento da mesma estrutura, e isto nao ocorre, por exem-
plo, com o produto vetorial dentro da algebra de Gibbs

onde o resultado do produto vetorial de dois vetores
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nao é um vetor, fato este remendado pela denominacao
pseudo-vetor ao resultado deste produto vetorial.

A verdadeira sintese e generalizacao dos sistemas
de Hamilton e Grassmann foi obtida por Clifford em
1878, através do que ele denominou dlgebra geométrica
— e que atualmente denominamos algebra de Clifford.
E preciso observarmos, entretanto, que outros nomes
haviam de uma maneira ou de outra tocado neste as-
sunto. Em particular, podemos citar Euler, Rodrigues
e Lipschitz, além dos préprios Hamilton e Grassmann,
e inclusive Leibnitz. Posteriormente Pauli e Dirac in-
troduziram essa estrutura dentro da Fisica.

O grande achado de Clifford foi essencialmente in-
troduzir o andlogo do produto quaternionico dentro da
estrutura da algebra de Grassmann, obtendo assim um
sistema naturalmente adaptado a geometria ortogonal
de um espaco arbitrario. Além de poderosa e natu-
ral, a algebra de Clifford nao apresenta as incoeréncias
da algebra vetorial de Gibbs — na verdade as corrige
— e traz em si conceitos adequados para a formulacao
da MQ. Em nossa opiniao, tivessem os quatérnions, e
dai a sua generalizacao natural que sao as algebras de
Clifford, prevalecido sobre a algebra vetorial de Gibbs,
possivelmente tal teria um grande efeito sobre a nossa
compreensao dos fundamentos da MQ, em particular
do conceito de spin. Isto porque, dentre outros, nas
algebras de Clifford aperece naturalmente o conceito
de spinor.

Seria especulagao demais discutirmos questoes como
os motivos pelos quais a algebra vetorial de Gibbs pre-
valeceu sobre os quatérnions, ou porque as algebras de
Clifford nao se solidificaram na Fisica e Matematica
tanto quanto a algebra vetorial. Hoje o conceito de spi-
nor, e portanto de algebras de Clifford, é fundamental
dentro da Fisica Moderna, mas ele ja se faz presente no
ambito da Fisica Classica. O que podemos lembrar, e
que certamente esta ligado & questao acima, é a fatali-
dade da morte precoce de Clifford um ano apds (1879)
o advento de suas dlgebras geométricas, mesmo ano do
falecimento de admiradores de seu sistema como Gras-
smann e Maxwell, o que sem duvida contribuiu para
dificultar a divulgagao do sistema de Clifford.

O que pretendemos fazer nesse artigo é introduzir
a algebra geométrica (seguindo a denominagao original
de Clifford) do espago euclideano e mostrar algumas de

suas aplicacoes. Do ponto de vista da MQ, a principal

aplicacao se faz dentro da teoria de Pauli através do
conceito de spinor de Pauli. A escolha da algebra do
espaco euclideano se deve & sua naturalidade e simpli-
cidade, encontrando inumeras aplicacoes ja no ambito
da Fisica Classica, e por apresentar o primeiro exemplo
nao-trivial do conceito de spinor. Nosso formalismo,
além de unificar conceitos conhecidos e generaliza-los,
os coloca sobre um ponto de vista moderno, o que per-
mite uma melhor compreensao destes conceitos e de
suas aplicacoes em teorias modernas como as chama-

das teorias super-simétricas [4].

Organizamos este artigo da seguinte forma. Na
segunda secao introduzimos e discutimos a algebra
geométrica do espago euclideano através de uma in-
trodugao simples e natural do produto geométrico (ou
produto de Clifford). Na terceira se¢do discutimos a
relacao desta algebra geométrica com os quatérnions e
a algebra vetorial de Gibbs. Na quarta secao introdu-
zimos o operador “nabla” e mostramos como ele gene-
raliza dentro da algebra geométrica as operacoes gradi-
ente, divergente e rotacional, aproveitando para escre-
vermos as famosas equacoes de Maxwell na forma de
uma unica equac¢ao. Na quinta secao introduzimos e
discutimos o chamado grupo Spin(3), que é de funda-
mental importancia nao apenas por si s6, mas também
em funcao da discussao que faremos do spinor de Pa-
uli. Na sexta secao introduzimos o conceito de spinor.
Vamos discutir esse conceito sobre trés pontos de vista
diferentes e discutir a relagao entre eles. E importante
salientar que embora a nossa discussao se limite ao spt-
nor de Pauli, a nossa formulagao pode ser generalizada
quase que trivialmente para casos mais gerais como
por exemplo o do spinor de Dirac. Na sétima secao
noés discutiremos a questao da transformacao ativa de
um spinor (no caso, de Pauli), introduzindo sua lei de
transformacao e a discutindo sob um ponto de vista
geométrico. Finalmente, na oitava secao nds mostra-
mos como escrever a equacao de Pauli dentro da algebra
geométrica, e deduzimos dessa equacao algumas im-
portantes relacoes entre observaveis que possuem inter-
pretacoes muito interessantes — em particular obtemos
a expressao dentro da teoria de Pauli para o chamado
potencial quantico. Nesse artigo tentamos sempre que
possivel evitar discussoes que envolvam questoes pura-

mente “técnicas” uma vez que nosso objetivo principal
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é clarificar conceitos.
II. A &algebra geométrica do espac¢o Euclideano

Vamos iniciar a nossa discussao escolhendo um vetor

v € R3. Se {e1,es,e3} é uma base de R? temos
vV = vie; + voes + vses. (1)

O que pretendemos considerar é uma geometria ortogo-
nal, onde sabemos que é valido o teorema de Pitagoras.
Desse modo, se os vetores {ej, ey, e3} sdo unitarios e

ortogonais, temos
[V = v1? 4 v2? + va. (2)

O que desejamos fazer é introduzir um produto P

de vetores tal que
P(v,v) = |v[%, (3)

e dai definirmos as nocoes de ortogonalidade e colinea-
ridade em termos deste produto. Por questao de con-
veniéncia, vamos exigir no momento apenas que esse

produto seja bilinear, ou seja, se « e [ sao escalares:

P(avl"i'BVZau):O[P(Vlau)"i—ﬁp(vzau)a (4)
P(v,ou; + fus) = aP(v,u1) + fP(v,ua).

Introduzindo as eqs.(1) e (2) na eq.(3), e dai usando a
eq.(4), obtemos

v1? + vo? + v3?

= vlzP(el, e1)+ vzzP(ez, es) + ngp(eg, es)
+v1va[P(e1,e2) + Ples, e1)]

+uv1vs[P(e1,e3) + Ples, e1)]

+vavs[P(e2,e3) + Ples, e2)]. (5)

Como o vetor v é arbitrario, segue da eq.(5) que

P(el.el) = 1, P(ez,ez) = 1, P(eg,eg) = 1, (6)

P(er,es) + P(ez, e1)
P(el, 83) —|— P(eg, el)
P(ez, 83) —|— P(eg, ez)

Uma solugao possivel para as eqs.(7) é que

(i # 7). (8)

0,
0, (7)
0

P(ei,ej) = P(ej,ei) =0

Na verdade esta é a 1nica solugao possivel se estiver-
mos supondo que P(e;,e;) (1 # j) é um escalar. Nesse

caso iremos denotar o produto P por um ponto, ou seja,
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P(v,u) = v-u, e iremos nos referir a esta escolha como

“escolha de Gibbs”. Segue, da escolha de Gibbs, que

(i=1,2,3), (9)
(i #J), (10)

eZweZ':l

elwej:e]wei:()

e [v]? = v-v. Note que esse produto ¢ justamente o
chamado produto escalar. A eq.(9) nos diz que os ve-
tores {e;} sdo unitdrios, e a eq.(10) que os vetores e; e
e; (1 # j) sao ortogonais.

Como dissemos, a escolha de Gibbs s6 se justifica se
supormos que o resultado do produto P(e;,e;) (1 # j)
seja um escalar. Como ndo eziste nenhuma razao a
priori para supormos isso, temos uma outra possibili-
dade, que é tomarmos as préprias eqs.(6) e (8) como
definindo o produto em consideracao. Se denotamos,
para facilitar a notacao, esse produto simplesmente por

justaposicdo, ou seja, P(v,u) = vu, temos entao que

(i=1,2,3), (11)
(i #J), (12)

2
e; e = ¢e; =1

e;e; +eje; = 0

e |[v|> = vwv = v?. Tremos nos referir a esta esco-

lha como “escolha de Clifford” e ao produto resultante
como produto de Clifford ou produto geométrico. De
maneira andloga & escolha de Gibbs, a eq.(11) nos diz
que os vetores {e;} sdo unitarios e a eq.(12) que os ve-
tores e; e e; (1 # j) sdo ortogonais.

Dentro da escolha de Clifford temos agora que in-
terpretar relagoes como ejes + ese; = 0, ou seja, in-
terpretar a natureza de um objeto como eje;. Como
ja dissemos, ejes nao pode ser um escalar pois nesse
caso 86 a escolha de Gibbs seria justificada. Uma outra
maneira de vermos que eije; nao € um escalar é no-
tarmos que se ejes fosse um escalar «, deveriamos ter
va = av, e isto ndo ocorre com ejeq, por exemplo. De

fato, se tomarmos o caso particular do vetor e; temos:

91(9192) (g) €2, (13)

(13) W_ o

(erez)e; = —(ezer)e;

V)

0 que nos mostra que ejes ndo é um escalar.

Devemos notar no calculo acima que fizemos uso de
uma propriedade a qual nao haviamos feito referéncia,
a saber: associatividade. Iremos supor que o produto
geométrico é associativo, ou seja, v(uw) = (vu)w =

Vuw.



238 Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 19, n? 2, junho, 1997

Voltando & questao da interpretacao do objeto ejes,
podemos ver facilmente que ele também nao é um ve-
tor de IR®. De fato, para v € R? temos v? = |v|? > 0,

enquanto que neste caso

(9192)2 = (9192)(9192)

= €e1ese1ey = —812822 =—1. (15)

Se ejes nao é nem um escalar nem um vetor, o
que ele é? Primeiro, lembremos que um vetor v € IR?
pode ser interpretado como uma classe de equivaléncia
de segmentos de reta de mesmo comprimento, dire¢ao
e orientacao dentro do espaco euclideano tridimensio-
nal. Ora, nesse espaco nao existem apenas segmentos
de reta, mas também fragmentos de plano, superficies,
etc. Suponha que os segmentos de reta perpendiculares
SR
OA e OB sejam representados pelos vetores e; e ey,

como na figura abaixo.

A

€7

0 €1 B

Esses dois segmentos de reta determinam o que cha-
maremos um fragmento de plano (ou plaqueta). A
este fragmento de plano podemos associar um “com-
primento”, que é a sua drea. Podemos também asso-
clar uma orientacao conforme percorremos a sua fron-

teira no sentido hordrio ou anti-hordrio, como na figura

abailxo.
A A A A
€7 €7
0] e B 0 €1 B

De maneira analoga aos segmentos de reta, pode-
mos definir uma classe de equivaléncia de fragmentos
de plano de mesma area, direcao e orientacao. Iremos
denotar os representantes desta classe por B, C, ... Po-
demos facilmente nos convencer que estes objetos satis-
fazem todas as propriedades de um espago vetorial.

E necessério agora introduzirmos uma nota¢ao e no-

menclatura convenientes para distinguirmos os vetores

do espaco vetorial IR dos vetores do espaco vetorial
discutido acima. Iremos nos referir a um vetor que re-
presenta a classe de equivaléncia descrita acima de frag-
mentos de planos como um 2-vetor (ou bivetor), e de-
notaremos o espaco vetorial dos 2-vetores por /\2(]RS).
Por questao de conveniéncia e uniformidade iremos as
vezes nos referir a um vetor de IR® como um I-vetor, e
denotaremos /\1(]RS) = R?. Do mesmo modo, as ve-
zes iremos nos referir a um escalar como um 0-vetor e
denotar A\’(R%) = R.

Interpretamos objetos como eje; como um 2-vetor.
O fato de que ejes = —ese; significa que os 2-vetores
ejes e ege; representam fragmentos de plano com ori-
entagoes opostas. O 2-vetor ejes é um 2-vetor unitario
(discutiremos isso com mais detalhes adiante), de modo
que o 2-vetor B = afe;es representa um fragmento de
plano de drea |a3| — por exemplo, um retangulo de la-
dos |a| e |A] ou um quadrado de lado +/|af).

Um 2-vetor arbitrario de /\2(]RS) é portanto da

forma
/\ ’(IR%) 3 B = Biseres + Biseres + Bogeses, (16)

onde Bja, B3, Bas sdo escalares tais que B;; = —Bj;
(i £ j). Note que a dimensao de /\2(]RS) é 3.

No espaco euclideano tridimensional podemos
também definir um elemento de volume. Se tomarmos
D D
os segmentos de reta OA, OB e OC representados pelos
vetores e1, es e ez, e os orientarmos de acordo com a
regra da mao direita, temos o elemento de volume como

ilustrado na figura abaixo.

CA

A

De maneira analoga aos fragmentos de plano, po-
demos definir uma classe de equivaléncia de elementos
de volume e dar a esta classe a estrutura de um espaco
vetorial. Um tal vetor sera dito um 3-vetor e o espaco

vetorial serd denotado por /\3(]RB). Note que ha duas
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orientagoes possiveis para um 3-vetor: de acordo com
a regra da mao direita e de acordo com a regra da mao
esquerda.

Interpretamos o objeto ejeses como um 3-vetor.
Note que a dimensao de /\3(]RS) é 1, de modo que qual-

quer 3-vetor T pode ser escrito como
/\3(]}{3) 5 T = aejeses, (17)

onde « é um escalar. Note que se o > 0 entao T repre-
senta um elemento de volume com a mesma orientacao
daquele representado por ejeses, enquanto se o < 0
T representa um elemento de volume com orientacao
oposta.

Como vimos, temos os seguintes espacos vetori-
als associados a um espaco tridimensional: /\0(]RS),
/\1(]RB), /\2(]RS) e /\3(]RS). Para trabalharmos com
uma estrutura coerente devemos portanto considerar
a soma direta \(R?) = @3_, /\k(]RS). Um elemento
de A(R?) sera dito um multivetor. Um multivetor ar-

bitrario é portanto da forma

A\R?) 5 A=

a  +aje; + azes + ases
N~

escalar vetor

+ aise1es + aizeres + aszeses + 012391929%18)

2—vetor 3—vetor

O espaco vetorial A(IR?) dotado do produto defi-
nido pelas relagdes (11) e (12) é o que denominaremos
dlgebra geométrica, no caso do espaco vetorial euclide-
ano tridimensional. Denotaremos esta algebra por (Y3,
onde a notac¢ao C¢ é uma 6bvia homenagem a Clifford.

O produto geométrico é justamente a generalizagao
do produto quaternionico, como veremos na proxima
secao. Ja a estrutura multivetorial de C3 é justamente
aestrutura da algebra de extensao de Grassmann. Veja-
mos melhor esta ultima relagao, mesmo porque a nossa
discussao foi um tanto restrita no sentido da sua de-
pendéncia da base ortonormal {e;, es, e3} de R?.

Uma vez que e;e; = —eje; (i # j) nos diz que os
vetores e; e e; (i # j) sdo ortogonais e como e; e ae;
840 colineares, e nesse caso e;(we;) = (we;)e;, somos
levados & seguinte definicao: os vetores v e u sao di-
tos ortogonais se vu = —uv e colineares se vu = uv.
Podemos agora colocar a seguinte questao: dados dois
vetores v e u, queremos decompor v em uma parte v
que é colinear ao vetor u e uma parte v que é ortogonal

ao vetor u. Queremos, portanto, escrever v = v +vi,
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onde vju = uv e viu = —uv,. Usando [ul? = uu,

podemos ver facilmente que

V| = % (v + ﬂ) : (19)

a]?

1 uvu
VJ_—§<V—W). (20)

As equacoes acima podem ainda ser escritas como

u

vir= (V- W (21)
vi=(v /\u)#, (22)

onde definimos
v~u:%vu—|—uv):u~v, (23)
v/\u:%(vu—uv):—u/\v. (24)

Segue-se dai a defini¢ao alternativa: os vetores v e usao
ditos ortogonais se v-u =0 e colineares se v Au=0.

Das eqs.(23,24) segue a decomposicao do produto
geométrico dos vetores v e u em suas partes simétricas

e anti-simétricas:
vi=v-u+vAu (25)

O uso do “ponto” para denotar a parte simétrica do
produto geométrico nao é acidental. De fato, se expres-
samos os vetores v e u na base {ej, ez, e3} e usamos
as eqs.(11) e (12) vemos que v - u corresponde justa-
mente ao produto escalar dos vetores v e u. Vemos
deste modo que a escolha de Clifford é mais geral que
a de Gibbs uma vez que o produto geométrico contém
mais “informacao” que o produto escalar, consistindo
este ultimo em uma parte do produto geométrico de
vetores.

A parte anti-simétrica do produto geométrico dos
vetores v e u, denotada por v A u, é chamada pro-
duto externo ou produto cunha (ou ainda produto de
Grassmann). Da nossa discussao anterior, interpreta-
mos o produto geométrico v, u dos vetores ortogonais
vy e u como um 2-vetor. Das eq.(21,22) segue que
viu = v Au, de modo que v Au é um 2-vetor. De
maneira analoga podemos mostrar que vAuAw é um
3-vetor. Definimos também o A v = av, onde o é um
escalar.

O espago vetorial A(IR?) dotado do produto A é a

algebra de extensao introduzida por Grassmann, que
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denotaremos Gs. O produto A é estendido para multi-
vetores arbitrarios por linearidade e associatividade.

A eq.(25) nos mostra que o resultado do produto
geométrico de 1-vetores v e u consiste em um 0O-vetor
(escalar) v -u e um 2-vetor v Au. Isto é reflexo de uma
estrutura que dizemos ser Zs-graduada. Para melhor
discutirmos esta estrutura, vamos definir a projecao de
um multivetor em sua parte k-vetor.

Seja A € (3 da forma geral
A=A+ A+ Az + As, (26)

onde A € /\k(]RS) é um k-vetor. Definimos ( )y :
/\(]RS) — /\k(]RS) como

(AVe = Ap, (k=0,1,2,3). (27)

Note que { )i é de fato um projetor pois {(Ar); = ér1 As.
Agora, dado um k-vetor Aj, definimos uma
operagao chamada involugdo graduada (ou graduagio),

que denotamos por ~, através de
Ap = (=1)F A, (28)

Dizemos que a graduagao de Ay é par/impar conforme
(=1)* seja +/—. Desse modo, dado A € C¢3 temos

A=Ay — A+ Ay — 43, (29)

Outra operacao de interesse é a chamada reversao,

que denotamos por ~, definida por

Ap = (=D)PE=D24, (30)
A denominacao reversao se deve ao fato de que esta
operacao pode ser vista como invertendo a ordem do
produto exterior, de modo que se reordenamos esse pro-
duto na ordem reversa para coloca-lo na ordem original
aparece o fator (—1)**=1/2 Para A € Cl5 temos

A=Ag+ A — Ay — A3 (31)

A combinacgao das operagoes de reversao e involucao
graduada denominamos conjugacdo, e a denotamos por

~. Desse modo
A=Ay — A — Ay + As. (32)

Definimos a norme de um multivetor A € Cl3
através de

|A]? = (AA)y = (AA). (33)

Expressando A como na eq.(18) segue da defini¢do

acima que
AP =+ a1? + ar’ + az?
+a1s® + arz® + ass® + aras’. (34)

Usando a involucao graduada podemos escrever

Cls = C’E;’ @ O3 onde
Ol ={AeCls | A==+A}. (35)

Em fungio da eq.(25) temos (i) AB € O se A € C’E?ﬂf
e B€ ClE, (ii) AB € Cly se A € Clf e B € ClF ou
AeCtfeBe CE?{E. Desse modo vemos que ClF é
uma sub-dlgebra de Cfl3, chamada sub-dlgebra par.
Vejamos agora como generalizar a eq.(25). Usando

a €qs.(23,24) e a associatividade, podemos ver que
vAy = v 1A, +v A A, (36)
onde definimos
v A, = %(vAk — Apv), (37)
VAAL = %(vAk + Apv). (38)

Quando k& =

eqs.(23,24). Note que nao usamos o simbolo - para de-

1 estas expressoes se reduzem as

notar a parte definida pela eq.(37) uma vez que o re-
sultado desta operagao ndo é um escalar, mas sim um
(k — 1)-vetor. Apenas quando k = 1 temos que v 1A,
é um escalar. Denominamos v 1A a contragao de Ay
por v (pela esquerda). Apesar de v 1A; nao ser em ge-
ral um escalar, vamos por mera questdo de conviniéncia
denotar

VJAk IV~Ak. (39)

Se k = 0 definimos v - Ag = 0. Podemos mostrar as

importantes relacoes envolvendo a contracao:

v (A A B) = (v - Ap) A Bi 4+ Ap A (v - Br)40)
(vAu)-Ap =v-(u- 4p). (41)

Existem algumas questoes técnicas envolvendo o as-
sunto que estamos tratando, mas que nao vamos consi-
derar. O leitor interessado podera consultar sobre esse
ponto as referéncias [b].

Finalmente, escrevemos

VA =v - Ay + v A A (42)
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Podemos generalizar essa expressao para o produto
geométrico vA por linearidade. Devemos observar

ainda que em geral
AL B; 75 A - Br + A A By, (43)

onde Ay -B; € /\k_l e ALAB; € /\k+l. Usando a eq.(42)

podemos nos convencer que

ApBr = (A Bi) -1y + (Ae Bi)jp—t)42 + - -+ (Ae Bi)r 41
(44)

Dualidade, dlgebra vetorial e quatérnions

Vamos inicialmente introduzir uma operagao de ex-
trema 1mportancia denominada dualidade. Dado um

k-vetor Ay defintmos seu dual Ay, através de
* Ap = Ayl (45)

onde
I= ejeses (46)

é o elemento de volume (3-vetor) de IR®. Note a estreita
dependéncia da definicao acima com a orienta¢do dada.
O uso da operacao de reversao na definicao acima é para
nos encaixarmos dentro de uma convencao usual uma
vez que esta operacao é completamente analoga a cha-
mada dualidade de Hodge dentro do calculo com formas
diferenciais [6]. I facil ver da definicio acima que Ay, €
A F(R?), e como dim A*(R®) = dimA*F(R?),
a operacao de dualidade nos define um isomorfismo
canonico entre /\k(]RS) e /\S_k(]RS). Devemos obser-
var também que a definicao acima é geral, de modo
que se A € /\k(]R") entdo xAy € /\n_k(]R"), e como
dmA*(R™) = (7) = (") = dim A" *(R") temos
um isomorfismo canénico entre A*(R™) e A" F(R").
Vamos, porém, nos restringir a IR

Usando a eq.(45) temos

*xl=1= ejeses, (47)
*€1 = €eze3,
*€y = —€e1€3 = €3€, (48)

*€3 = €€,

*(9192) = €3,

*(egel) = €3, (49)
*(9293) =€,
«I = *€1€2€83 — 1. (50)

Uma vez que um 2-vetor é o dual de um vetor e
um 3-vetor é o dual de um escalar, é comum nos re-

ferirmos & um 2-vetor como um pseudo-vetor e a um
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3-vetor como um pseudo-escalar. Isso, entretanto, sé €
vdlido em IR?. Como dissemos acima, em IR” o dual de
um k-vetor é um (n — k)-vetor, de modo que apenas em
dimensao 3 o dual de um 2-vetor é um vetor. A inter-
pretacao deste fato é simples. Tomemos, por exemplo,
o 2-vetor ejes. Como sabemos, esse 2-vetor descreve o
fragmento de plano definido pelos vetores ortogonais e;
e e5. Por outro lado xeje; = es, que é um vetor nor-
mal & este plano (e tal que {e;, es, €3} estao orientados
de acordo com a regra da mao direita). Concluimos,
portanto, que a operacao de dualidade em espagos de
dimensao 3 nos fornece um vetor x(v Au) que é normal
ao fragmento de plano descrito por v A u. E Sbvio que
dado um plano é apenas em espacos de dimensao 3 que
podemos definir um 1nico vetor normal a este plano,
e é essencialmente isto que nos diz a discussao acima

acerca da operacao de dualidade.

Estamos agora preparados para discutir a relagao
entre a algebra geométrica Cf3 e a algebra vetorial de
Gibbs, que denotaremos por V3. Para isso, recordemos
a definicao de produto vetorial. Dados os vetores v e
u com coordenadas (v1, v, v3) € (u1, ta, uz) em relacdo
aos eixos cartesianos, o produto vetorial v x u é dado

por

(vla Vg, Ug) X (ula Us, Ug)

= (Ung — V3U2,V3U1 — VU3, VU2 — Uzul).(51)

Outra maneira de definirmos o produto vetorial é to-

marmos os vetores ortonormais ¢ = (1,0,0), 7 =

(0,1,0), k= (0,0, 1) e definirmos

(52)

Basta escrevermos

v = v 0+ vaf+ 0312, (53)
u=u ¥+ usj+ usk,

e usarmos as defini¢des acima para obtermos a eq.(51).

Como ja nos referimos na introdugao, essa defini¢ao
de produto vetorial apresenta uma grande incoeréncia.
Facamos uma operacao de inversao espacial e; — —e;
(i = 1,2,3). Nesse caso, para os vetores v e u te-

mosv»—>—veU|—>—u,masparaw:vxutemos
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w — (—v) X (—u) = w. Como o “vetor” w resultante
do produto vetorial nao se altera perante uma inversao
espacial dizemos que ele w é um pseudo-vetor (note
que o sentido dado & denominacao pseudo-vetor nesse
caso se encaixa em um contexto diferente daquele da
dualidade). Em outras palavras, o resultado do pro-
duto vetorial de Gibbs nao é um vetor. Podemos pen-
sar em resolver este problema — ou seja, temos uma
estrutura que nao é fechada — incluindo o espaco dos
pseudo-vetores na estrutura em consideragao, mas isso
nao resolve o problema que estd evidente na definicao
(51) do produto vetorial. Enquanto o lado esquerdo da
eq.(51) é o que dizemos ser um pseudo-vetor, o lado
direito da eq.(b1) € um vetor. A eq.(51) identifica, por-
tanto, um pseudo-vetor e um vetor. O mesmo problema
ocorre com a quantidade resultante do chamado pro-
duto misto dentro de V3. O resultado do produto misto
(v xu)-z =« é um nimero tal que & — —a perante
uma inversao espacial, sendo por isso denominado um
pseudo-escalar. O fato é que a algebra vetorial de Gibbs
possul uma incoeréncia interna impossivel de ser soluci-
onada através da definicdo (51) — ou (52) — do produto
vetorial. A solucao deste problema se encontra dentro
da estrutura multivetorial de C¥f5.

Dados os vetores v e u, vimos que v Au é um 2-
vetor. Por outro lado, introduzimos a operacao de du-
alidade que associa de maneira unica um 2-vetor com
um vetor, e vice-versa, no caso de IR®. Segue, portanto,
que *(v Au) é um vetor. Definimos o produto vetorial

dentro de Cf3 como
vixu=x(vAu)=—-(vAu)l=-I(vAu). (54)

Vamos primeiro mostrar que essa definicao corresponde
ao vetor definido pelo lado direito da eq.(51) e depois
mostrar que esta defini¢do nao apresenta os problemas
da definicao em Vs.

Se escrevemos

VvV = vie; + vaes + vses,
u = uye; + uzes + uses,

temos
vAu= (vius — vaui)ejes
+(vzuy — viuz)ese; + (vaug — vausz)eqes, (56)
e usando as eqs.(49),
*(v Au) = (vauz — vaug)e;

—|—(U3U1 — 1}1U3)ez —|— (1}1U2 — Uzul)eg, (57)

que é justamente o vetor definido pelo lado direito da
eq.(b1).

Vejamos agora o que ocorre com x(v A u) perante
uma inversao espacial. Uma vez que I = ejeqes temos

I— —I quando e; — —e;, de modo que

*vAu)=—(vAu)l
— —[(=bv) A(—)](-I) = — x (v Au), (58)

0 que nos mostra que o produto vetorial v A u definido
pela eq.(54) resulta realmente em um vetor. O motivo
pelo qual esta definicao “funciona” é o uso da operacao
de dualidade. Uma vez que na definicao da dualidade
entra o elemento de volume I = ejeses, e como este
estd relacionado com a orientacao do espaco, quando
fazemos uma inversio espacial a base {e1,es, es} ori-
ginalmente orientada segundo a regra da mao direita
muda de orientacdo para segundo a regra da mao es-
querda, e dai I — —I. Como o 2-vetor v Au nao € alte-
rado, o vetor normal associado através da operacao de
dualidade passa a ser definido pela orientacao oposta,

e portanto x(v A u) muda de sinal.

O leitor nesse ponto provavelmente deve se questi-
onar como descrever quantidades como o momentum
angular, que nao mudam de sinal quando da inversao
espacial e que sao descritas como pseudo-vetores den-
tro da algebra vetorial V5. Ora, como ja dissemos, den-
tro de espacgos de dimensao 3 um 2-vetor é o dual de
um vetor, e dai o denominamos um pseudo-vetor. A
coincidéncia na denominacao é proposital e indica que
quantidades como o momentum angular ndo sao des-
critas por vetores mas sum por 2-vetores. No caso do
momentum angular definimos o 2-vetor momentum an-
gular L = r A p, que obviamente nao muda de sinal
perante uma inversao espacial. O vetor momentum an-
gular 1 é o dual de L, ou seja, 1 = xL. Esta é sem
diuvida a definicao mais natural uma vez que o mo-
mentum angular é uma quantidade que aparece rela-
cionada com “dreas” ao invés de “comprimentos”, e,
como vimos, sao os 2-vetores que aparecem natural-
mente associados com fragmentos de plano. Segundo
esta definicao o momentum angular pode ser visto como
um tensor anti-simétrico de segunda ordem L;; = —Lj;

(7,7 = 1,2,3), que é a definicdo usualmente empregada
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na generalizagao relativistica do conceito de momentum
angular.
Vejamos agora onde e como aparecem oS
quatérnions dentro da algebra geométrica Cl3. Pri-
meiro, recordemos que os quatérnions consistem de

elementos da forma
H>qg=a+aii+ay+ask (59)

com as seguintes regras de multiplicacao:

iP= =k = (60)
ij=—ji=k,
k=—ki=1 (61)
ki=—ik =]

A notacao ¢, j, k para as unidades quaternionicas nao é
muito usual — geralmente 7, j, k ou 1, j, k — mas espera-
mos que seja didaticamente util para distinguirmos per-
feitamente os diferentes conceitos envolvidos na nossa
discussao. Dado um quatérnion ¢, a parte Re(q) = « é
dita a parte real de ¢ e a parte Pu(g) = ayi+aqj+ask
é dita a parte pura de q.

A reinvidicacao de Gibbs de que o produto vetorial
definido pelas eqs.(51) ou (52) unificava os sistemas de
Grassmann e de Hamilton ja se mostrou injustificada
com relacao ao sistema de Grassmann. Vejamos que
0 mesmo ocorre com relagao ao sistema de Hamilton.
De fato, a semelhanca entre as eqs.(52) e as eqs.(61) sé
ocorre realmente no nivel da notacao uma vez que os
quatérnions se definem ainda pelas eqs.(60) e no pri-
meiro caso temos ¥X =X J= kxk=0.A esséncia
do erro ndo esta, entretanto, na definicao do produto
vetorial em V3 uma vez que mesmo em Cl3 e usando a
eq.(54) temos ¥x 7= j'x j= k x k = 0. Para levarmos
em consideracdo as eqs.(60) dentro da dlgebra vetorial
V5 devemos usar o produto escalar 7= - 7= kok= 1,
no caso com o sinal oposto. Nesse caso, o produto de
dois quatérnions puros ¢; = Pu(q1) e ¢2 = Pu(qz) pode
ser escrito como q1qs = —¢1 - ¢» + ¢1 X ¢o, onde identi-
ficamos o quatérnion puro ¢; com o vetor ¢; através de
=10 ]—=7k k. E claro que esta expressao para
o produto quaternionico ¢igs s6 vale se os quatérnions
forem puros, de modo que nao podemos tomar esta ex-
pressao como definindo o produto quaternionico dentro
de V3. O erro presente no sistema de Gibbs nesse caso

estd em tentar identificar as unidades quaternionicas
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{i,j, k} com os vetores ortonormais {7, 7, k}. Como ve-
remos, as unidades quaternionicas devem ser identifica-
das com 2-vetores e nao com I-vetores.

Seja C’E;’ o conjunto dos elementos de Cf3 com gra-

duacao par, ou seja,
ClY 3 A= a+ ajpeies + agresze; + aszeses.  (62)

Ja vimos que se A, B € C’E;’ entao AB € C’E;’, ou seja,
Ct} é umasub-dlgebra de Cl3, denominada sub-algebra

par. Vamos introduzir agora a seguinte nota¢ao:

i= [SEISDR J = ejes, k= €e2€eq, (63)
de modo que
CE; SA=a— assl— Clglj —ap9k. (64)

Notemos agora, usando as eqs.(11,12), que:

PP=j?=k?= 1, (65)
ij=—ji=k,
jk=—kj=1i, (66)
ki= —ik = j,

ou seja, C’E;’ é uma algebra isomorfa & dos quatérnions
(CtF ~ M), através da identificacdo {4, j, k} — {i,j, k}.

Na construgao do isomorfismo C’E; ~ H acabamos
de identificar as unidades quaternionicas {¢, j, k} com os
2-vetores {eses,ejes, eser}. Uma vez que 1 = ezes =
— xe; = —eyl, ete., segue que {7, j, k} é identificado
com — % {e1,ey,e3} e ndo com {ey,es,e3} = {Z’,j:/;},

ou seja,
H ~ CE; > A=a + I(a23e1 + aszies + 01283). (67)

Se tomamos dois quatérnions puros ¢; € ¢z, € 0S8
identificamos com Iy e Igh, respectivamente, entao
0192 = =142 = =1 - ¢ — I(¢1 x ¢3), que é o andlogo
da férmula de Gibbs, mas que é um caso particular de
uma expressao mais geral que nao encontra analogo na
algebra vetorial V3.

Como vimos, a algebra geométrica Cfs de Clifford
sintetiza em um tnico esquema as estruturas de Hamil-
ton e de Grassmann. A algebra vetorial Vs de Gibbs
nao apenas nao realiza esta sintese, como também apre-
senta incoeréncias internas. Como se nao bastasse isso,
ela é uma estrutura pobre, no sentido em que precisa ser
suplementada por outras estruturas em muitas de suas
aplicacoes. Por exemplo, para lidarmos com as rotacoes

usando Vs precisamos considerar a algebra de matrizes,
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introduzida dentro do contexto das transformacoes line-
ares de R3. J4 no caso de Cf5 nao é necessaria nenhuma
outra estrutura para lidarmos com as rotacoes. Alias,
a propria estrutura de algebra de matrizes ja aparece
associada a algebra geométrica Cfs uma vez que Cl3 é
tsomorfa a algebra das matrizes complexas 2 x 2.

Consideremos as matrizes 01, 02, 03 dadas por

[0 1 {0 — ({1 0
1T 1Lt 0 ) 270 0 ) BT Lo -1
(68)
que sao as chamadas matrizes de Pauli. Note que
2 _ -
o-=1 (i=1,23), (69)

(i # J).

Comparando as eqs.(69) com as eqs.(11,12) vemos que

0i0; +050; = 0

podemos identificar

€] — 01, €y — 02, €3 < 03, (70)

e dai estabelecer o isomorfismo entre Cfs e a algebra
M(2,0) das matrizes complexas 2 X 2 gerada por
{1,01,09,03}.

Em funcao deste 1somorfismo podemos representar
os vetores {eq, es, es} por matrizes {0y, 02, 03} e traba-
lhar com a dlgebra M(2,C) ao invés de Cfl3. Embora
tentador, e muitas vezes 1til, isso deve ser evitado sem-
pre que possivel. O motivo é que ao trabalharmos com
M(2,0) perdemos a estrutura multivetorial de Cls, que
é de extrema importancia e utilidade.

Para exemplificarmos melhor a nossa construcao dos
quatérnions dentro de Cf3 vamos explorar o isomor-
fismo entre Cls e M(2,C). Da eq.(68) vemos que as

matrizes de Pauli satisfazem

0'10'2:i0'3, 0'20'3:i0'1, 0'30'1:i0'2. (71)

Comparando estas equagdes com as eqs.(61) vemos que
podemos identificar as unidades quaternionicas através
de

k — —ios. (72)

1= —i01, ]+ —i03,

Por outro lado, dentro de Cfs identificamos {4, j, k}
com {i,J,k}. Para I = ejezes temos a seguinte re-

presentacao matricial:

1
I=-ciese; — 010903 =i ( 0 ? ) ) (73)
O resultado acima no é surpresa uma vez que I2 = —1

ee;I=Te; (i = 1,2,3), ouseja, Ifaz o papel de unidade

imagindria dentro de Cfs. Usando este resultado segue

da definicao de i,j,k que

i%—i(fl, j%—i(fz, k%—iO'g, (74)

que em funcdo da identificacdo {i,j,k} — {i,j,k} é
justamente a eq.(72).

Se escrevemos

) A =a+ aje; + azes + azes

+a12e1e2 + a13e1€3 + azzezes + ajo3e1eqes

(75)

temos a seguinte representacao matricial:

Aﬁ<zl Z?’), (76)

Z2 24

onde
z1 = (a+as) + (a2 + ai23),

( )
zy = Eal + a13) +i(az + aw;’ (77)
)

3 =

a; — aiz) — i(as — ass),

za = (a — az) — i(a12 — a123).
Note que A4 € C’E;’ é representado por

Ay = ( W T ) , (78)

(125 w1y

onde wy = a + tay2, Ws = a1z + ida3.

Finalmente, notemos que as operacoes de re-
versao, involu¢ao graduada e conjugacao dadas pelas
€qs.(29,31,32) se expressam em termos de matrizes, res-

pectivamente, como

AH(@ ) (79)

23 74
(5 7). w
A ( o ) (81)

IV. O operador nabla

Seja £ o espaco euclideano tridimensional, ou seja,
em cada ponto de £3 temos a estrutura do espaco ve-
torial IR®, e portanto em cada um desses pontos te-
mos definida uma algebra geométrica Cfls. Como este
espaco nao possul nem curvatura nem torc¢do, pode-
mos identificar os vetores da base de R® em cada ponto
de &3 através do deslocamento paralelo usual de ve-

tores. No caso do espaco eventualmente apresentar
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curvatura e/ou tor¢ao podemos adaptar conveniente-
mente a discussao que faremos, mas nao é do nosso
interesse considerar estes problemas neste artigo. Por
simplicidade vamos considerar coordenadas cartesianas
(21, 79,23) = x. Sobre £3 podemos definir um campo

multivetorial A = A(x), cuja forma geral é

A= A(x) = a(x) + ai1(x)e; + az(x)e2 + az(x)es

+aia(x)eres + ajz(x)eres + asz(x)eses

+a123(x)e1e2e3. (82)

Definimos o operador nabla V como o operador que

age sobre o campo multivetorial A(x) através de

VAx) =e a—A(x)—l—ez 68—1‘2A(X)+e3 68—%14()(), (83)

e simbolicamente escrevemos

v:elﬁ_ d d

8l‘1 +e26—1‘2 +e38—x3' (84)

Notemos que o operador nabla tem propriedades ve-

toriais, de modo que podemos escrever
VA(x) =V - A(x)+ V A A(x). (85)

Para termos uma melhor idéia do significado e pro-
priedades de V consideremos inicialmente o caso parti-
cular de um campo escalar p(x). Nesse caso

dp(x)  de(x) = dp(x)
= grad
el 61‘1 + @2 6902 + @3 8903 gra SD(X)’
(86)

que é justamente o gradiente de ¢(x). Como definimos

Vo(x) =

v -a = 0 quando a é um escalar, temos
Vo(x) = VAp(x) = gradgp(x)  (57)

para o € \(£9)
Consideremos agora um campo wvetorial V(x) €

/\1(53). A forma geral de V(x) é
V(x) = Vi(x)e1 + Va(x)es + Va(x)es. (88)
Temos, portanto:

= o1 2 (Vix)er + Va(x)es + Va(x)es)

VV(x) oz,

0
+e26—x2 (Vi(x)er + Va(x)es + Va(x)es)

0
+e38—x3 (Vi(x)er + Va(x)es + Va(x)es)

=V -V(x)+VAV(x), (89)
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onde 1dentificamos

_ 6V1(x) + 6V2(x) + 6V3(X)
G2 Oxs 0X3

V- V(x) =divV(x),
(90)

que é o divergente do campo vetorial V(x). A parte

envolvendo o produto cunha é dada por

a(x) 3V1(X)) oo,

VAV(x) = (

81‘1 8902
6V1(x) 6V3(X)

+< 61‘3 B 89@1 e3e1
6V3(X) 6V2(x)

+< drs  Oxs ezes, (91)

e como v X u = x(v A u) vemos facilmente que
V x V(x) =V AV(x)) = curl V(x), (92)
que é o rotacional do campo vetorial V(x). Logo,
Vv(x) = divV(x) + *curl V(x). (93)

Vemos portanto que as operagoes gradiente, diver-
gente e rotacional sao casos particulares da acao do
operador nabla. E importante observarmos que as
eqs.(87,92, 93) ndo dependem das coordenadas escolhi-
das, mas esta discussao estd fora dos nossos objetivos

7.

E facil vermos também que
V(VA)=V?A = A4, (94)

onde A = V? é o laplaciano

0? 0? n 0?
- 61‘22 69032'

(95)

Devemos observar que a expressao A = V2 ndo faz ne-
nhum sentido dentro de Vi, o que nao é o caso dentro
de Cf3 onde podemos realmente pensar no operador V
como “raiz quadrada” do operador laplaciano.
A representacao matricial de V usando as matrizes
de Pauli é
e 2 ;0
V**(_@_ﬁiﬁ_ e )~ (96)
w1 Oxo dxs
Uma importante e interessante aplicacao desse

formalismo se refere as equagoes de Maxwell. Vamos

definir o operador multivetorial D por

0
D—E-i-v, (97)
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e os multivetores F e J por

F=E+1IB=E + «B, (98)
j:p_']a (99)

onde E e B sao os campos elétrico e magnético, respec-
tivamente, e p e J sao as densidades de carga e corrente
elétricas, respectivamente. As equacgoes de Maxwell po-
dem ser escritas na forma de uma #nica equagao, a sa-

ber:
DF=J. (100)

De fato, temos

(g—t +v) (E +1IB)

I%—E}+(V~E+VAE)
+I%—?+I(V~B+VAB)

OE
_V~E—|—<E—V><B)
+I<%—?+VXE)+I(V~B)
=p-17, (101)

de onde, igualando as partes k-vetoriais, obtemos

V-E=p, (102)
OE

VXB—E—J, (103)
0B

VXE—FE—O, (104)

V-B =0, (105)

que sao as equacoes de Maxwell.
V. O grupo spin(3)

O problema central envolvido nesta secao é o das
rotagoes. Consideremos um vetor v € IR?, no qual rea-
lizamos uma rotacdo arbitrdria, resultando no vetor v’.
Da eq.(25) podemos escrever o produto geométrico v'v

na forma

viv=v -v4+v AV. (106)

J& vimos que v/ A v é justamente o produto esca-
lar, enquanto v’ Av relaciona-se com o produto vetorial

v/ x v através de v/ x v = —I(v/ Av). Logo

viv=v . v+Iv xv). (107)

Dados dois vetores v/ e v, definimos o angulo 6 entre

eles através das expressoes
v v = |v/||v]|cosl (108)
[v! x v| = |v']|v]|sind. (109)

Por outro lado, o vetor w = v/ X v se encontra diri-
gido ao longo da normal ao fragmento de plano definido

pelos vetores v/ e v, de modo que podemos escrever
vix v =|vxv|lw=|v]|v|sinfw, (110)

onde w é o vetor normal (unitdrio). Usando as

eqs.(108,110) temos
v'v = |v/||v]|(cosf + Iw sin §). (111)

Vamos analisar o termo entre parénteses na ex-

pressdo acima. O vetor w é unitério, ou seja, w? = 1, e

I é um 3-vetor (pseudo-escalar) tal que I? = —1. Logo,
Iw = %xw é um 2-vetor tal que (Iw)? = —1. Se defini-
mos
= (Iwo)"
exp (Iwd) = Z_:O T (112)
segue, usando (Iw)? = —1, que
exp (Iwf) = cosfl + Iw sin 4. (113)

Esta expressao é uma generalizacao da famosa férmula
de Euler exp (i) = cosf +isinf (i = /—1).

Usando esta dltima expressao temos
v'v = |v/||v]exp (Iw0), (114)
e multiplicando-a pela direita por v segue que
v/ = exp (Iwf)v, (115)

onde usamos o fato que v? = |[v|? e que |v/| = |v| uma
vez que v/ é o vetor que resulta de uma rotacao de v.
Lembrando que Iw = |w|™'Tw = |v/ x v| 7' I(v/ x v) =
v x v|7H{v A V), e que (V' AVv)v = —v(V A V), a

eq.(115) pode ser escrita como
v/ = exp (Iwf/2)v exp (—Iwf/2). (116)

Tanto a eq.(115) como a eq.(116) descrevem a
rotacao do vetor v através de um plano cujo vetor nor-
mal é w por um angulo f. Porém, a expressao que deve-
mos tomar para as rotacoes dentro de Cfs é a eq.(116) e
nao a eq.(115). De fato, queremos uma expressao para

as rotacoes que expresse todos os fatos relativos a uma
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rotacao, em particular que uma rotacao nao altera os
escalares e que uma rotagao através de um plano nao
altera o 2-vetor que descreve este plano. Por isso deve-
mos definir a rotacao que estamos considerando através

da eq.(116) uma vez que

exp (Iwf/2)aexp (—Iw0/2) = «, (117)
exp (Iwf/2)(v' Av)exp (=Iwf/2) = (v A ¢)18)

enquanto expressdes andlogas & eq.(115) alteram o es-
calar @ e o 2-vetor v/ Av.

Definimos portanto a rotagao do multivetor A por
um angulo § através do plano cuja normal é w através

da expressao
A" = exp (Iw0/2)Aexp (—Iwl/2). (119)

Para estudarmos melhor esta expressao vamos de-
notar

R =expB, (120)

onde B =Iw#/2 é um 2-vetor. Note que

R=R"! (121)

B) = R~l. Além

disso, da definicao da funcao exponencial temos R =

uma vez que R = exp]:% = exp(—

expB € C¢f. Nesse ponto devemos notar que o con-
junto dos elementos da forma exp B com B € /\2(]RS)
forma um grupo. Esse grupo é denominado Spin(3), ou
seja,

Spin(3) = {ReCtf |R=R™'}. (122)

Da definicao acima pode nao parecer evidente que
Spin(3) é um grupo, mas o leitor nao terd muita difi-
culdade para se convencer deste fato apds uma andlise
mais detalhada. De fato, uma vez que R € Spin(3) é

da forma exp B temos
exp (Iw161/2) exp (Iwa02/2) = exp (Iwsf3/2) (123)

com . . . .
W W, — Wy X W,
W3 =

, (124)

1—w) - -w)
onde denotamos w; = w; tan 92'/2 (i = 1,2,3). Esta
férmula é chamada férmula de Rodrigues e é uma
generalizacao da lei das tangentes da trigonometria.

Da eq.(122) temos que R € Spin(3) é tal que
RR =1, com R € Ct¥. Usando as eqs.(76,79) isso

implica em termos de M(2,C) que

wp  —ws wy  ws (10
(o W) ()= 1) o
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ou seja,
w;  —wi
[wi]? + |wa]? = det ( s 2 ) =1.  (126)

Com isso estabelecemos o isomorfismo Spin(3) ~
SU(2).

E interessante observamos que a importante para-
metrizagao das rotagoes em termos dos angulos de Euler

(¢,6,¢) [8] se escreve como
R = exp (Ies¢/2) exp (Ie10/2) exp (Tesp/2). (127)

Usando a eq.(113) obtemos

0 0
R= cos§cos (MTSD) + cos§ sin (MTSD) eies

6 — 6 —
+ sin —cos (u) eses -+ sin — sin (u) ejes,

2 2 2 2
(128)

cuja representacao matricial usando as matrizes de Pa-

uli é

cosgexp z( -W) zsm—exp[ (¢ w)
isin%exp z( 5 ] cos‘gexp[ (¢>+w)
(129)
Os elementos da matriz acima sao os chamados

parametros de Cayley-Klein [§].

Voltando & expressao das rotagdes em Cls —eq.(119)
— vemos que tanto R como —R descrevem a mesma
rotagdo uma vez que R aparece em par a direita e &
esquerda de A. A explicacao para este fato é simples:
uma rotacgao através de um plano com normal w por um
angulo # é equivalente a uma rotagao no mesmo plano
mas 1o sentido contrario (logo com normal —w) por um
angulo 27 — #. De fato, enquanto a primeira rotacao é

descrita por R = exp (Iwf/2), a outra é descrita por

exp (I(—w)(27 — 0)/2) =
exp (Iw0/2) exp (—Iww/2) = —exp (Iw0/2) = —R.

(130)

Dizemos que o grupo Spin(3) é o recobrimento duplo do
grupo SO(3). O grupo SO(3) aparece quando represen-
tamos a rotacio v — v/ = RvR = R(v) através da

=TR;jej. Se

transformacao linear R(v), ou seja, R(e;)
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calculamos Re; R usando R dado pela eq.(127) e defi-
nindo R;; através de R;je; = ReiR obtemos a matriz

{Ri;} dada por [§]

Ri1 Riz Ris
Rao1 Raos Roas , (131)
R3z1 Rz2 Ras

R11 = cospcosg — cosf sin psin ¢,

R12 = —cospsin ¢ — cosd sin pcosg,

R13 = sinfsin ¢y,

R21 = sin pcos¢ + cosfcospsin ¢,

Ro2 = sin @ sin ¢ + cosfcospcosd, (132)
Ro23 = —sinfcosyp,

Rs31 = sinfdsin ¢,

Rs3o = sin fcosg,

R33 = cosf.

Finalmente, vamos considerar o caso em que as

rotacoes dependem de um parametro . Nesse caso

e; — e}(t) = R(t)e; R(t), e podemos escrever

. de; 1

e;» = at = §(Qte; - e;»Qt) = Qt . e;», (133)

onde definimos
Q; = 2RR. (134)
Como R € CE;’ e RR = 1 segue que O = Q) e
Q; = —Q4, ou seja, € é um 2-vetor. Definindo w como
W= — *Qt = IQt (135)

temos

e =(-Iw) e = -I(wAe}) =w x €. (136)

O vetor w é 0 que chamamos em Mecanica de vetor ve-

locidade angular e na geometria de curvas de vetor de

Darboux [9]. Denominamos §2; 2-vetor de Darboux.
De extrema importancia é a base {f;} na qual o 2-

vetor de Darboux assume a forma

Q, = Aff] + Bfsf,. (137)
Nesse caso as equagoes £, = Q. - f; sio dadas explicita-
mente por
fi = Af,
f, = —Af) + Bf;, (138)
fg = —Bf5,

que reconhecemos como as equagdes de Frenet [9]. A
base {f;} é chamada base de Frenet.
No caso do espaco euclideano &3 podemos ainda

considerar rotagdes locais R(x). De maneira andloga

temos e; — ef(x) = R(x)e; R(x), € podemos escrever

Je;
Oxk

1
Opel = 5ot = ~(Quel — el) = Ve, (139)

onde definimos os 2-vetores de Darboux
Q= 2(0 R)R. (140)

Usando Or R = (1/2)Q;R e exigindo que OO R =

010k, R segue que € deve satisfazer
1 1
6le — 6le = §(Qle — Qle) = 5[91, Qk] (141)

O conjunto dos 2-vetores 2 munido do comutador
como produto é uma sub-algebra de Cf3, que é justa-
mente a dlgebra de Lie do grupo Spin(3). Esse assunto
é muito interessante e importante, mas a sua discussao

estd fora dos nossos presentes objetivos.
VI. O spinor de Pauli

Vimos que Cl3 ~ M(2,C), que é a dlgebra das ma-
trizes complexas 2 x 2 gerada por {1,071, 02, 03}. Estas
matrizes representam os endomorfismos do espaco veto-
rial €7, ou seja, aplicacdes lineares €2 — €2, O espaco
vetorial € é o que chamamos de espago dos spinors,
no caso do espaco vetorial R>. Em outras palavras, um

spinor é um elemento da forma

a1+
v = ( as + 109 )’ (142)

onde «;, 5; € IR. Estes spinors sao chamados spinors
de Pauli.

A defini¢ao acima de um spinor de Pauli, embora
usual, é demais abstrata. Isso se deve, sobretudo, ao
fato da definicao se dar em termos da algebra de ma-
trizes M(2,C) e ndo em termos da algebra geométrica
C?3. Vamos procurar, portanto, uma definicao equiva-
lente do spinor de Pauli em termos de Cfs, que espera-

mos apresente uma clara interpretacao geométrica.

Consideremos o multivetor f dado por
1

Este multivetor é dito um idempotente uma vez que
f? = f. O conjunto da forma Zs = Clsf é um ideal
d esquerda da dlgebra Cls — um ideal (& esquerda) T
da dlgebra A é o conjunto dos elementos de A tais que
riel,Vee A, Viel.
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Vamos, por razoes que ficarao claras a seguir, deno-
tar f = |1). Se tomamos A € Cf3 na forma geral (75)

podemos escrever para Af = A|l) a expressio:

Al =l(a+as)+ (a2 + ai23)] 1)
+[(a1 + a13) + I(az + az3)] |2), (144)

onde definimos |2) = ey f.

Por outro lado, para A |2) temos

Al2)  =[(a1 — a13) — I(az — az3)] 1)
—|—[(Cl — Clg) — I(a12 - 0123)] |2> . (145)

Uma vez que I faz o papel de unidade imaginaria
em Cfl3 tomamos If = if e das eqs.(144,145) segue a
representacao matricial (76) do multivetor 4, onde de-

finimos Agq (a,b = 1,2) através de A |a) = Apq |b). Se

definimos (1| = [1) e (2] = |2), segue que
{alb) = basf (a,b=1,2), (146)

onde 645 = 1l paraa = b = 1,2 ¢ 6, = 0 para a # b.

Além disso
> la) {al =1, (147)

de onde segue

Alay = 1) (b Ala) =D Asalb), (148)

que nos fornece os elementos Ay, na eq.(76).

Com 1ss0, se identificamos

m-(p) B=(7) o

podemos escrever um spinor de Pauli na forma
= (a1 +i61) 1) + (a2 +i52)|2) . (150)

Nesse caso 1 é um elemento do ideal a esquerda 73 =
Clsf, que é uma definicao que nao faz nenhuma re-
feréncia a representacao matricial de Cl3. Chegamos
assim a uma definigao algébrica do spinor de Pauli.
Se comparamos ¥ = 9 f com Af dado pelo eq.(144)
vemos que ¥ nao necessita ser definido como um ele-
mento de Cl3f mas podemos igualmente defini-lo em
termos de CfF uma vez que a eq.(144) nos diz que
Clsf ~ CCEf. Além disso, a eq.(76) nos mostra que

C’E;’ ~ C’E;f, onde este isomorfismo é dado explicita-

S P (e (151)
Z9 29 2 ’

mente por
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Com 1sso podemos representar um spinor de Pauli em
Cl3 como um elemento da sub-algebra par C¢4. Che-
gamos assim a uma defini¢ao alternativa do spinor de
Pauli como um elemento de C’E;’. Diremos que este ele-
mento de C’E;’ é um spinor operatorial de Pauli, por
motivos que ficarao claros a seguir. A relagdo entre

Y E C’E;’ e 9 € €? é dada explicitamente por

Y =a+ ajsejes + ajzejes + aszeses

H< @+ i ):1/;. (152)

@13 + tas3

Note que
¢ = (a+ arze1e2) + (a13 + azzeqzeq )ejes, (153)

onde ejey e eze; fazem o papel de unidade imaginaria.
Se tomamos ejes| ) = «a| ) segue que a? = —1, de
modo que o = +i. Definindo |1} ¢ |2) de modo que
eres |1) = 7[1) e eeq|2) = —i|2) temos |2) = ejez |1},
0 que nos leva a representacao ja discutida.

Por outro lado vimos que C¢ ~ T, de onde con-
cluimos que um spinor operatorial de Pauli pode ser
representado por um gquatérnion. Uma vez que os
quatérnions possuem vastas aplicacoes em Mecanica
e Eletromagnetismo Classicos concluimos que mesmo
dentro de “areas classicas” o conceito de spinor encon-

tra varias aplicacoes.

Vamos agora justificar a denominacao spinor opera-
torial (de Pauli) para aquele elemento de C¢F. Dado
Y € Ol temos

Wb = a® + ars” + ar3° + ans® = e (154)

onde p > 0.

Note que podemos identificar (a/\/p, ai2/\/p,
aiz/+\/p, az3/\/p) com as coordenadas locais de R* e
a eq.(154) como descrevendo S2. Os angulos de Eu-
ler (¢,0, ) podem ser usados para parametrizar S3, e

podemos escrever

(155)
),

az3 = /psin %cos(‘z’_Tw),
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ou seja,
b= VR, (156)

onde R € Spin(3), ou seja, R € ClF, RR = RR =1,
dado, por exemplo, pelas eqs.(127,128).

Agora, o resultado da operacao 1/)v1/: é:
Yvip = pRVR, (157)

onde R=R'e Cl¥ e p> 0. Mas RvR™! representa
uma rotacao do vetor v e a multiplicacao por p > 0 uma
dilatacao. Concluimos assim que ¥ age sobre um vetor
através de uma rota¢do e de uma dilata¢do. Em funcao
desta interpretacao de i em termos de sua operacao
sobre um vetor como em v — ¥vi) sugere-se o nome
spinor operatorial para .

Se ¢ age sobre um vetor através de uma rotacao e
de uma dilatagao, podemos escrever um vetor arbitrario
de IR® como o resultado da acio de 1 sobre um “vetor
de referéncia”. Tomando este vetor por conveniéncia

como sendo e podemos escrever x € IR® na forma

X = ezt (158)

O calculo da expressao acima nos fornece para x =
x1e1 + xoe + rzes que

21 = 2 (aa13 + ai2a23)

o — 2 (aazg — 012013) ; (159)

_ .2 2 2 2
T3 = a” +ajp” — a13” — az3”.

Se usamos as eqs.(155) segue que

z1 = psinfsin ¢,
T2 = psin fcosd, (160)

x3 = pcosb,

onde reconhecemos (p,0,¢) como as coordenadas
esféricas.

E claro que poderiamos chegar as mesmas con-
clusées usando @ € €%, mas isto nio é muito evi-
dente de antemao. Além disso devemos trabalhar nesse
caso com cada coordenada #; (i = 1,2, 3) em separado.
Como x; = x-e; = (xe;)p temos x; = <1/)e31/~)ei>0.
Mas a eq.(76) nos mostra que em termos daquela re-
presentacdo matricial temos ( g — Tr( ) e v o Yt
(conjugacdo hermitiana — eq.(79)).
por (1/2)Tr(osvio;) = (1/2)Tr(osT o). Mas f =
(1/2)(1 + e3), de modo que z; = Tr(fvlo;vf), onde

usamos f2 = f e oaf = f. Temos finalmente

Logo z; é dado

2 = Plop. (161)

Usando a eq.(152) temos

9 %%
cos g exp (z—)
2 2 exp i (f), (162)
1sin % exp (—z%) 2

b= 7

e se calculamos #; de acordo com a eq.(161) e usando
a eq.(162) obtemos o resultado das eqs.(160).

VII. A transformacao ativa do spinor

Na secao anterior mostramos como o conceito de
spinor pode ser interpretado do ponto de vista opera-
cional, ou seja, por sua acao sobre um vetor através
de uma rotagao e uma dilatacao. Com isso, vimos que

3
podemos escrever um vetor x € IR” na forma

x = e, (163)

onde ¥ € C¢F é um spinor (operatorial) de Pauli. A
escolha do “vetor de referéncia” ez é, entretanto, com-
pletamente arbitraria. Poderiamos escolher qualquer
outro vetor u e escrever x = yuy, onde xy € C’E;’ é um
outro spinor de Pauli.

Vamos, sem perda de generalidade, escolher esse ou-
tro “vetor de referéncia” como sendo ej, obtido & partir
de ez por uma dada rotagdo. Nesse caso podemos es-

crever
x = Ypests = Vsehtps, (164)

onde

¥ = a + a1ze1e2 + ajzeres + aszeses, (165)

! ! AN ! AN ! AN
VY = ' +aj.eie; + djze)es + aszeses. (166)

A notacao acima, ou seja, ¥ e g/, pode parecer um
pouco confusa a primeira vista, mas como veremos ela
é de extrema utilidade.

Podemos interpretar a eq.(164) da seguinte forma.
As bases B = {ej,es,e3} e B = {e], e}, &4} podem ser
pensadas como estando associadas a dois sistemas de re-
feréncia S e §’, enquanto o vetor x descreve uma propri-
edade objetiva do sistema em consideragao (por exem-
plo, a posi¢ao de uma particula). Nesse caso a expressao
1/)Be31/~)3 nos diz como calcular x dentro do sistema &,
enquanto a expressao 1/)3/951/731 nos diz como calcular
a mesma quantidade x dentro do sistema S’. Como B

e B’ estao supostamente relacionados por uma rotagao,
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os sistemas § e &’ devem ser considerados como equi-
valentes, e os objetos i e ¥ devem ser pensados de
alguma forma como sendo o mesmo objeto uma vez que
ambos determinam o mesmo vetor x.

Com 1isso chegamos & defini¢io precisa do con-
ceito de spinor operatorial (de Pauli). Um spinor
operatorial é uma classe de equivaléncia de elementos
Ui, Upr, ... € O tais que Ypess = 1/)3@51/331 = ...,
= Re;R (i = 1,2,3), R € Spin(3).

denotar essa classe de equivaléncia por ¥. Nesse caso

onde e} Vamos

dizemos que ¥ € 0 representante de ¥ na base B e p
é o representante de ¥ na base B'.
Vamos agora explorar essa definicao. Primeiro, te-

mos

X = Ypesthp = ¥1e) + waey + vze3, (167)
X = el = hel + zhel + xhel, (168)

onde as coordenadas x; e x; sdo dadas através de

21 = 2 (aa13 + a12as3),
o — 2( adassz — 012013) s (169)
r3 = a® + a1p? — arz? — ass?,
e
zy =2(d a13 + ajqahs),
zy = 2(a'ay; — dHal;), (170)

o 12 1 2 1 2 1 2
T3 =a'" +ays” — a3 — asz”.

Por outro lado, uma vez que e} = Re; R, temos

Upests = Upells = dp =vsR™L. (171)

Em outras palavras, ¢ e ¢5 dados pelas eqs.(165) e
(166) sao considerados equivalentes se ¥ = YpR™!,
onde R € Spin(3) (R~ = R) Usando e} = Re;R na

eq.(166) segue desta relacio de equivaléncia que

a+ ajzeies + ajzejes + aszeses

= R(d' + d},eies + d|zeres + ahzeses).(172)

Usando a parametrizacao de R em termos dos angulos
de Euler (¢, 8, ¢) dada pela eq.(127) ou (128), obtemos

da equacao acima que

0 o+ L -k X
a =a'cos—cos| —— | — aj,cos—sin | ——
2 2 2 2
—a4sin g sin u — abasin gcos u
13759 2 BT 2 )
(173)

19 :a/cosgsin m + d cosgcos m
2 2 12279 2

+a)5sin gcos St 2 abssin 0 sin [ =%
2 2 2 2 ’
a13 = a'sin 3 sin

—|—a’13cos§cos

ass = a'sin §cos

Usando estas expressOes para a, djs, d13 € Gog Nas

eqs.(169), obtemos apds algumas manipulagdes que

x1 = (cospcosd — cosl sin @ sin @)z}
+(sin pcosg + cosfcosp sin @)z’ + (sin 6 sin @)k,
(177)

xy = —(cospsin ¢ + cosf sin pcosg) )

+(sin g sin ¢ + cosfcospcosg)zh, + (sin fcosd)xy,
(178)

(sin fcosp)xh + (cost)xh,
(179)

r3 = (sinfsin )z} —

onde #} sdo dados pelas eqs.(170). O resultado acima
é justamente o esperado, e que poderiamos ter obtido
usando a matriz {R;; } dada pela eq.(131), o que nos
mostra a necessidade de definirmos um spinor através
de uma classe de equivaléncia.

Vejamos agora como definir uma transformacao
ativa de um spinor. Seja x = 1/)Be31/:;5, e facamos uma

transformacao ativa

/ B, / B,
e —e, = Re R, x+—x = RxR,

(180)

onde R € Spin(3).

formacao ativa, o vetor x’ é um outro vetor, e podemos

Do ponto de vista de uma trans-

escrever
x' = Yz = Yisests,

~ - /
onde ¥z e 1}, s&do os representantes do spinor ¥' nas

(181)

bases B e B’, respectivamente. Mas
x' = Yzehiy = RxR = Ripesis
= Ry RResRRYpR = R(sR™)es(Ris)R,
(182)
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de onde concluimos que
Vi = RypR™1. (183)

Mas se 15 e i/ sao os representantes de ¥ nas bases
B e B entio ¥ = ¥ypR™!. Desse modo, temos

Vi = R, (184)

que é a expressao para a transformacao ativa de um
spinor em termos de seu representante na base B’. Em

termos da base B temos v, = ¥ R™1, de modo que
Vv = Ry, (185)
o que nos mostra de maneira geral que
v = Rw. (186)

Vamos agora olhar para este problema do ponto de
vista de sua representa¢ao matricial. Primeiro, em 8§
podemos representar os vetores {e;} pelas matrizes de
Pauli {6;}. Por outro lado, em &' podemos represen-
tar os vetores {ei} pelas mesmas matrizes de Pauli
{o:}. E claro que isso nio ¢ necessario uma vez que
poderiamos representi-los por matrizes o} = Uo;U ™1,
onde U € SU(2), mas esta é a escolha mais apropriada
tanto para § como para &’ —além de didaticamente con-
veniente. Nesse caso representariamos ¥g e ¥g: através

da mesma matriz coluna

a+iays a’ +ial,
= ) = . . 187
¥ ( a3 + tass ) ( ais + iahg (187)
Portanto, em termos de representacao matricial ndo faz

sentido distinguirmos S e §’. A transformacao ativa de

1 é dada nesse caso por
P — )’ = Rap, (188)

onde R agora é dado pela matriz da eq.(129). O que
vemos é que em termos da representacao matricial a
transformacao de um spinor sé pode ser interpretada

no sentido ativo

. J4 em termos da representacao de
um spinor em termos de C’E;’ podemos também pensar
em uma transformacao no sentido passivo, nesse caso
dos representantes do spinor ¥ em termos das bases B
e B.

Um dos fatos mais intrigantes com relagao a um spi-

nor é que apds uma rotacao de 27 temos 1 — —1p — se

tomarmos por exemplo (¢, 8, ¢) = (27,0,0) ou (0, 27, 0)
ou (0,0,27) temos R = —1 e dai ¢p — —1p. Embora
esse fato nao altere o valor das quantidades observaveis,
a sua interpretacao e consequéncias sao um objeto de
grande especulacao [10]. Vejamos como a interpretacao

desse fato é muito simples dentro do que discutimos.

Vimos que uma transformacao ativa sobre ¥z ou
Y se faz através de ¢Yp +— 9 = Riyp ou ¢p +—
¥ = Ry = R'yp, onde R' é o mesmo multi-
vetor R escrito ndo em termos de {e;} mas de {el},
ou seja, R’ = R(R)R = R. O que uma equacio
como ¥ = Ry.B nos mostra é a expressao do spi-
nor transformado ¥’ na base B, ou seja, ¥f. Em ter-
mos da base transformada B’ temos ¢, = Rip:, e
como ¥ = YpR™!, temos ¢}; = RypR™'. Apds
uma rotacdo de 27 temos ¥ = —pr, ¥ = —¥s
mas ¢ = ¢p. O fato é que um spinor estabelece
uma relagdao entre um observavel e um sistema de re-
feréncia através de x = 1/)Be31/33 = 1/)5@51/33:. Se trans-
formamos ativamente apenas x — X' e expressamos o
resultado em termos da base B como se esta estivesse
“fixada” entao ha uma mudanca de sinal mas se ex-
pressamos o resultado em termos da base transformada
B’ entao nada se altera. O que ocorre em termos da
representagao matricial é que as bases B e B’ sao “iden-
tificadas” no sentido em que tanto {e;} como {e}} sdo
representados pelas mesmas matrizes de Pauli {o;}, o
que corresponde a manter a base “fixada”, e nesse caso
necessariamente ha uma mudanca de sinal. A analo-
gia que melhor traduz o que discutimos acima é, na
nossa opiniao, o do chamado problema da tesoura de

Dirac [Dirac scissors problem], discutido, por exemplo,
em [11].

VIII. A teoria de Pauli

O postulado basico da teoria de Pauli é que o elétron
é descrito por um campo de spinors (x,t) € € (que
por simplicidade denotamos simplesmente por 1)) e tal
que 1 11p nos fornece, dentro da interpretacio usual da
MQ, a densidade de probabilidade p(x,t) de encontrar-
mos o elétron na posicao x no instante ¢t. Este é o postu-

lado basico da MQ com a diferenca que ao invés de uma

INote que estamos considerando nessa discussdo um spinor, e nao um campo de spinors ¥ (X), caso este em que podemos usar
diferentes coordenadas {z; } ou {y; } € pensar em 9(z;) = ¢(y;) como uma transformacao passiva.
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func¢ao de onda estamos considerando um campo de spi-
nors. A justificativa usual no caso é que o elétron possui
spin, e que para levarmos em consideragao este grau de
liberdade devemos usar o spinor, e nesse caso a densi-
dade de spin é dada em componentes por (h/?)dﬁam/;
(i = 1,2,3). Vamos analisar isto em detalhes, e para
tal vamos usar a algebra geométrica Cl3, que além de
matematicamente coerente, possui um claro conteido
geométrico, que esperamos possa nos revelar aspectos
importantes da teoria de Pauli.

Consideremos um campo de spinors operatoriais de
Pauli ¥ (x,t) € O, que denotamos simplesmente 1,
omitindo inclusive a referéncia a uma dada base sem-
pre que nao houver risco de confusao. A densidade de

probabilidade p = p(x,t) é dada por
p= =, (189)

Da eq.(154) vemos que a densidade de probabilidade
é definida-positiva (p > 0) e da eq.(156) que \/p é a
amplitude do campo de spinors operatoriais .

Como vimos das eqs.(158) e (161), a expressdo
¥ o;1p nos fornece a i-ésima componente de um vetor,
cuja expressao intrinseca pode ser escrita como vesi.
Qualquer vetor pode ser escrito na forma 1/)e31/~), onde
¥ é um spinor, de modo que trabalhar com um spi-
nor dentro de uma teoria ndo stgnifica que na teoria
estejamos a priort considerando qualquer coisa relacio-
nada com spin. O spin entra dentro da teoria quando
supomos que o elétron possui um momento de dipolo
magnético p dado por p = (e/mc)s, onde o vetor s é o
momento angular intrinseco do elétron, que denomina-
mos spin. Este fato nao implica que devemos usar um
spinor dentro da teoria.

Se o valor absoluto do momento angular intrinseco
é h/2, entdo s = (%i/2)s, onde § é um vetor unitario, e a
densidade de spin ps pode ser escrita, usando um spinor
1, na forma (ﬁ/2)1/)e31/:, ou ps; = (ﬁ/2)<1/)e31/:ei>0 =
(ﬁ/?)i/;Tam/:. O spin entra portanto dentro da teoria

quando interpretamos a quantidade

ps = §¢e3¢? (190)

como a denstdade de spin e quando interpretamos

eh ~
pp = 5 —desy (191)

como a densidade de momento de dipolo magnético.
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Nas expressoes acima aparece erplicitamente a es-
colha do “vetor de referéncia” es. Esse “vetor de re-
feréncia” ez determina uma dire¢ao no espaco que de-
nominamos dire¢do (ou eizo) de quantizagdo. Note
que a escolha da direcao de quantizagao é completa-
mente arbitraria. A escolha de uma outra direcao de-
terminada por e = UesU, U € Spin(3), implica que
Ypests = Yeytp com s = YU, e tanto Y5 como
¥ podem ser representados pela mesma matriz co-
luna. E claro que isso nao altera o vetor s, mas as suas
componentes sao obviamente diferentes em funcao de
diferentes dire¢oes de quantizacao.

Se o campo de vetores s é constante, ou seja, nao de-
pende nem de x nem de #, entao dizemos que o elétron
estd em um auto-estado de spin. Nesse caso podemos
convenientemente escolher a direcao de quantizacao
como sendo a direcao do vetor s. Se olharmos para a
eq.(190) vemos que podemos escrever s = (fi/2)yes,
ou ainda egsy = (h/2)eses, e dai podemos definir o

operador multivetorial S como

S[y] = §e3¢e3, (192)

e dizer que temos um auto-estado de spin quando
S[Y] = £51. (193)

Nesse caso §[1/)] = essyy = +(h/2)¢, ou seja, egs =
+(%/2), de onde segue que

h
s = :|:§e3, (194)

que nos diz justamente que a direcao de quantizacao
coincide com a do spin. Do ponto de vista de 9 € €7,
uma vez que ¢ ~ ¢ f com f = (1/2)(1+e3) eesf = f,
segue que S[th] = (1/2)o31.

Quando estamos em um auto-estado de spin temos

1) = testes, de onde segue que

Y= %(1/; + estpes). (195)

Note que se definirmos X4 através de

YilY] = %(1/) + estpes), (196)

temos que os operadores Y4 satisfazem

Yadiy =X, E:I:E:F:E:FE:I: =0, Yp4+X_=1,

(197)
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ou seja, Y4 sao operadores de projecdo. Estes sao os

operadores de projecao de spin, de modo que

- h

SEx[]] = £552[Y]. (198)

Consideremos agora o operador momentum. Defi-

nimos o operador momentum p como
p[tY] = —hVi¢Iles = hVeqe;. (199)

Nao é dificil vermos que esta definicao corresponde a
usual em termos de 1. De fato, para p[¢)] = expr[¢]
temos as representacoes e < o e py «— —ihdptp, que
é a expressao conhecida.

Definimos a densidade de momentum pp através de

pp = (P[¥]¥)1, (200)

onde lembramos que { ); indica a parte l-vetor da ex-
pressao dada. Como veremos adiante; o uso do proje-
tor ()1 2 A(E3) — /\1(53) é realmente necessdrio na
expressao acima.

Definimos também o operador energia, no caso

) )
E[¢] = ha—erg, (201)

e a correspondente densidade de energia através de

pE = (E[T¥)o. (202)

No caso de um elétron livre, a chamada equacao de

Pauli escreve-se

- 1
E[Y] = 5—°[¥) (203)
ou seja,
7, h?
ha—i/:leg = —%v%. (204)

No caso de um auto-estado de spin temos ¢ = teges,
e nesse caso ¢ deve ser da forma ¢ = rexp (Iezy), de
modo a equacao de Pauli pode ser escrita nesse caso
como ih(9¢/0t) = (—h?/2m)V?¢, onde ¢ = rexp (ix),
que é a equagao de Schrodinger. Do ponto de vista da
teoria de Pauli, ¢ equacao de Schrodinger descreve um
elétron em um auto-estado de spin.

Vejamos agora como escrever a equacao de Pauli
para o elétron no caso de interacao com um campo
eletromagnético externo. Lembremos que na teoria de
Pauli supomos que o elétron possui um momento de

dipolo magnético p, que por sua vez interage com um

campo magnético B, interacao esta com energia po-
tencial V' = —p - B. Para escrevermos a equacao de
Pauli nessa situagao vamos voltar um pouco a questao
da direcao de quantizacao. Qualquer transformacao
e — el = Ue;U, U € Spin(3), tal que e5 = ez nao
altera a direcao de quantizacao. Uma rotagao que nao

altera o vetor eg é descrita por U da forma
U = exp (eserar) = exp (—Ieza), (205)

ou seja, é uma rotacao no plano dos vetores e; e es.
Por outro lado, a tinica questao envolvida no calculo de
quantidades como p, s, p ou E é a escolha da direcao de
quantizacao ez, de modo que a escolha dos vetores e e
e, é completamente arbitrdria. Em outras palavras, as
quantidades observaveis devem ser invariantes perante
rotacoes dos vetores ey e es.

No caso de uma rotacao descrita por U acima, g

deve se transformar em 3. dado por
Y = Y exp (e1e200) = Y exp (Iega). (206)

Note que essa transformacao corresponde a

P — 1 exp (ia), (207)

que é o que chamamos mudanca de fase. A arbitrarie-
dade na fase corresponde portanto a arbitrariedade na
escolha dos vetores e; e e; uma vez fixada a direcao de
quantizagdo es.

Tomando as expressoes para p, s, p € F vemos
que estas quantidades sao invariantes perante a trans-
formacao de fase (206) quando « nao depende nem de
x nem de ¢ — caso este a que nos referimos como uma
transformacao global de fase do campo de spinors .
No caso de uma transformacao local de fase — ou seja,
a = a(x,t) — as quantidades p e F como as defini-
mos nao permanecem mais invariantes. Para definir-
mos quantidades invariantes introduzimos nesse caso
campos “auxiliares”, que sao os chamados campos de
gauge. No caso em que o = «(x,t) podemos verificar

que ocorrem as seguintes transformagoes:

P — pp + AVa, (208)
pE — pE — haa—?, (209)

onde ja vimos que Va = grada. Uma vez que o mo-

mentum cinético deve ser uma quantidade invariante,
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introduzimos um campo vetorial A que se transforma

como

I
A A+ SV, (210)
[

e definimos o operador momentum cinético P como

PI] = p[v] + “Av = —hViles + “Av.  (211)

O operador p[yy] = —AViIes é o operador momentum
canoénico e a quantidade A é interpretada como o poten-
ctal vetor eletromagnético. De maneira analoga, intro-
duzimos um campo escalar W, que interpretamos como

o potencial escalar, que se transforma como

he O
— 212
W= W+ e Ot (212)
Definindo o operador hamiltoniano H como
N 1 4, e
Aly] = 5 P[] - S, (213)
m ¢

podemos escrever a equacdo de Pauli para o elétron em
um campo eletromagnético com potenciais escalar W e

vetor A na forma

haileg = H[y]. (214)

ot
H& um fato particularmente interessante e impor-
tante com relagao a esta formulagao, que é o fato de
nao necessitarmos postular a forma de interacdo do
elétron com o campo eletromagnético. De fato, se to-

marmos a expressao para P[¢] obteremos, apds algumas

manipulacoes, que

2eh
P2[1/)] = —hzvzﬂ) T
eh

C

(A - V)yles

e? 9 eh
(V- A)gles; + C_ZA P+ ?B1/)93a
(215)

onde B=—iVAA =V xAeA -V =A,0;. Poroutro
lado, com excecao do ultimo termo no lado direito da
equacao acima, os demais provém de Pr ﬁ’k[1/)], ou seja,
2eh
¢

(V- A)les + ‘;—zA%, (216)

= RV —
eh

C

PePr[] (A - V)yTes

de modo que
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Uma outra maneira de olharmos para o resultado acima

é escrevendo

= (P-P)[w] + (P A P[], (218)

onde introduzimos uma ébvia notagao. Podemos, por-
tanto, escrever a equacao de Pauli na forma

h%—erg = %(ﬁ P = =W+ Qe—nfcweg, (219)
onde o ultimo termo corresponde ao termo de interacao
usual (efi/2me)(Bioy + Baoa + Bzos)y [12].

Para podermos apreciar em detalhes o que estd por
detras da equacao de Pauli vamos primeiro olhar para
o operador momentum cinético. Definimos <ﬁ’[1/)]1/:>1
como a densidade de momentum cinético pp, de modo

que podemos escrever
(P[Y])1 = (exPr[¥]i)
er(Pr[Y]d)o + er - (Pr[v]d)a.  (220)

Vamos analisar os termos do lado direito. Se lembrar-

rp

mos a eq.(156) temos

Ot = Ok (VPR) = % (%” + Qk) e, (221)

onde Qp (k = 1,2,3) sdo os 2-vetores de Darboux -
eq.(140). Podemos, portanto, escrever
~ ~ e ~
(Pr[¥])e = —R(Oklesb)s + E<Ak1/”/)>2
h, (0 ~
= —§<<Lp + Qk) Ylest)s
p

= —R(% + Qk) ps)1
= —I[(9kp)s + pOxs]
= 18 (ps), (222)

onde usamos dys = - s = ({xs)1. Logo, temos
er - (Pr[Y]d)2 = =V - (Ips) = V x (ps),  (223)

onde usamos V - (Ips) = IV A (ps) = =V x (ps). Note

que a quantidade (e/m)V x (ps) = ¢V X (pp) é justa-

mente a densidade de corrente de magnetizagdo[13].
Quanto ao termo <F3k[1/)]1/~)>0 temos

(Pelvld)o = _§<<% + Qk) YIesy)o + %Ak

= —(QIps)o + %Ak, (224)
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ou

(Prb)o = p[—(%S)o + %Ak], (225)

onde definimos

S =1Is =xs (226)

como o 2-vetor spin. Para entendermos o significado da
eq.(225), e em particular do termo (25 S)g, vamos supor
que o elétron estd em um auto-estado de spin. Nesse
caso ¢ deve ser da forma ¢ = rexp (Iesy), que fornece
s = (h/2)es, S = (h/2)ereq e U = I xTes = Ty yerea.
Logo (€2,S)o = —(h/2)0rx €

(Pr[v]v)o — %Ak = (gx) = OpA. (227)

Note que nesta expressao o vetor do lado esquerdo
é dado por VA = grad A, onde A = (A/2)x tem
as dimensoes de acao. Ksta expressao é justamente
a féormula de de Broglie [14] para a velocidade do
elétron dentro da teoria de Schrodinger (no caso em
que A = 0), ou seja, u = (1/m)grad A. Desse modo,
se interpretamos

prug = (Pr[¥]0)o, (228)
onde pu = eppuy é a densidade de velocidade, temos
finalmente

pp = pmu+ V X (ps). (229)

O que a expressao acima nos diz é que em geral o
momentum p e a velocidade u nao sao colineares den-
tro da teoria de Pauli. Isto, na verdade, nao nos deve
causar surpresa uma vez que é bem sabido [15] que no
caso de particulas com spin o momentum e a veloci-
dade nao sao colineares — mesmo no nivel de uma te-
oria cldssica. Note que mesmo em um auto-estado de
spin temos em geral p # mu, pois se Jps = 0 entdo
p = mu+ p~(Vp) x s, onde o termo Vp é um termo
do tipo difusao, e p = mu em um auto-estado de spin
apenas se (Vp)xs = 0, onde um caso particular corres-
ponde a Vp = 0 que é satisfeita pelas solucoes do tipo
ondas planas.

Usando os resultados acima podemos escrever uma

expressiao conveniente para ﬁ’[d)] Usando

P[¥]d = (P[¥]v)1 + (P[]d)s, (230)

onde

temos

Pl]s) = (pp — IV - (ps)), (233)

que podemos escrever como

P[¢] = [mu — p~ "IV (ps)], (234)

ou

Prly] = (mug — Qp)¥, (235)

onde definimos os 2-vetores
Qi = Ip™ 0k (ps) = p~ Or(pS). (236)

Usando a expressdo acima para Pg[t¢] encontramos

que

PePr[v] = —hok (muy — Qp)vTes + (mug — Qi )Pr[v]
=2[-V - (mu) + 6, Qx]Sv
+H{(mu)® — 2mu Qi + QrQi]Y
={2[-V - (mu) — (mu) - Vinp] + 29, Qy
Hmu)?S™! = 2((mu - V)S)S™! + QeQiSTISY,
(237)

onde usamos muyQrS™' = (mu - V)Inp + [(mu -
V)S]S~!e S71 = (2/h)*S = —(2/h)%S.

Escrevendo de maneira andloga & eq.(221) que

1

podemos finalmente escrever a equacao de Pauli usando
as €qs.(237) e (238) na forma

% +Q, = %[—V~(mu) — (mu-V)Inp]

+i[26ka + (mu)?S™! — 2((mu - V)S)S™!

2m
+QrQiS~Y - Swst - 1B, (239)
c me
Separando as partes escalar e 2-vetor dessa equagao ob-
temos
Sp+ V- (pu) =0, (240)
Loy 1 -1
Q, = |=mu —uVS—i——(?@kaS—i—Qka) S
2 2m
€ -1 €
—-W8s™ — —IB. (241)
c me

Uma vez que para a densidade de corrente de mag-

netizacao temos V - (V x (ps)) = 0, segue da eq.(229)
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que a lei de conservacdo (240) pode também ser escrita

como

3tp—|—v~(p%) =0. (242)

Na verdade, se procurarmos por uma lei de conservagao
através de um procedimento analogo ao que fazemos
usualmente dentro da teoria de Schrodinger, ou seja, to-
mando a equagao de Pauli (219) e multiplicando-a por
1/: e dai subtraindo desta o reverso da assim equagao ob-
tida, encontraremos como lei de conservagio a eq.(242).

Da expressao para £2; podemos obter imediatamente

a densidade de energia. Uma vez que
pE = (hdyblesth)o = p(Q:S)o, (243)
temos portanto

1
E=-mu’+V,— W+ —B-s, (244)
2 c me

onde definimos

1
V= %QﬁkaS + QrQx)o- (245)

Dos termos da energia apenas V; nao apresenta uma

interpretacdo ébvia. Usando o fato que (95SS)y = 0

temos
vp\® V2
(0rQrS)o =87 |- (—p> + 2L 4 (svs),,
p p
(246)
Vp :
(QrQp)o = 7 (7) — (SV?S)y, (247)
de modo que
| Vi [Vp\® 1 )
Vo=—go 27— (7) +5—(SV’S)o, (248)
ou ainda
h? V2 1
A/ —(SV”S)y. (249)

=m0 T am
No caso em que o elétron estd em uma auto-estado de
spin temos V, = —(h?/2m)(V?,/p)/\/p, que reconhe-
cemos como o chamado potencial quantico dentro da
teoria de Schrodinger. O termo V; é portanto o poten-
cial quantico dentro da teoria de Pauli.
Outro resultado interessante que segue da eq.(241)

é o seguinte. Para calcularmos

DS
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basta lembrarmos que

6tS == [Qt, S] == <QtS>2, (251)

1
2
de modo que

% = (2S)2+u-VS = ([ +(u-VS)ST]S)s, (252)

onde o termo entre colchetes é obtido diretamente da
eq.(241). Temos portanto

DS 1

22 (20, QS

Di 2m< 0r QrS + Q1 Qy)
E facil ver que {QrQr)z = 0 e que (20;,Q1S)2 =
—I[(Orqx) X s], onde definimos Qp = Iq;. A eq.(253)

pode ser escrita desse modo como

(IBS),. (253)

[
95— —
mc

Ds e 1
E —%BXS—E(aqu)XS
e 1
= —Bxs——[p ' (Vp- . 4
—Bxs——[p7 (Vp-V)s + V7s] X24)
ou ainda
Ds e 1
E = %B X s — m—pﬁk(pﬁks X S). (255)

Existemn muitos outros resultados interessantes que
podem ser obtidos dentro da presente formulagao da
teoria de Pauli. Nesse ponto, entretanto, acreditamos
que a consideracao destes resultados estd um pouco fora
dos nossos objetivos iniciais. Para o leitor interessado

sugerimos a referéncia [16].
IX. Conclusoes

Nosso principal objetivo nesse artigo foi discutir a
teoria de Pauli do elétron dentro de uma formulagao
moderna, poderosa e matematicamente coerente. Para
isso introduzimos e discutimos a chamada algebra
geométrica (ou de Clifford) do espago euclideano Cts.

Primeiro mostramos como a algebra geométrica
aparece naturalmente quando estudamos a geometria
ortogonal no espago euclideano e como as operacoes
algébricas possuem um claro significado geométrico.
Nesse sentido a denominagao algebra geométrica se jus-
tifica plenamente uma vez que representamos elemen-
tos geométricos por elementos algébricos e operacoes
geométricas por operacoes algébricas. Isso é possivel
porque a algebra geométrica unifica os quaternions e a
algebra de Grassmann em um unico sistema onde a es-

trutura multivetorial da algebra de Grassmann permite
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representarmos os elementos geométricos por multive-
tores e onde a generalizacao do produto de quaternions
permite representar as operagoes geométricas em ter-
mos de um produto geométrico. A relacao da algebra
geométrica com a algebra vetorial de Gibbs foi discu-
tida em detalhes, e mostramos que esta ultima apre-
senta sérias incoeréncias que sao corrigidas dentro da
algebra geométrica. Mostramos também como todas
as operacoes do calculo vetorial baseado na algebra ve-
torial de Gibbs sao unificadas em uma unica operagao
que é a acao do operador nabla, e aproveitamos esse
fato para escrever as celebradas equacgoes de Maxwell,
que sao quatro equacgoes dentro da algebra vetorial, na
forma de uma unica equacao.

Discutimos e mostramos como as rotagdes apre-
sentam uma simples representacao dentro da algebra
geométrica. Introduzimos o grupo Spin(3) e mostra-
mos que ele se trata do grupo de recobrimento duplo
do grupo SO(3), e interpretamos o seu significado. Dis-
cutimos o conceito de spinor de Pauli sob trés pon-
tos de vista distintos, mas que mostramos equivalentes,
ou seja, do ponto de vista da teoria de representacoes
(como um elemento de @2), do ponto de vista algébrico
(como um elemento de um ideal da forma Clsf), e do
ponto de vista operacional (como um elemento de C¥3).
Neste dltimo caso mostramos que um spinor de Pauli
age sobre um vetor através de uma rotagao e de uma
dilatacao. Utilizando essa visao operacional, discuti-
mos a questao da transformacao ativa de um spinor, e
mostramos que questdoes como a mudanca de sinal de
um spinor apds uma rotagao de 27 possue uma clara
interpretacao. Discussoes nessa dire¢ao para o caso do
spinor de Dirac podem ser vistas em [17,18,19].

Finalmente mostramos como formular a teoria de
Pauli usando a algebra geométrica. Muitos dos aspectos
abstratos da formulacao usual desta teoria apresentam
uma clara identificacao geométrica neste formalismo.
Além disso, resultados nao tao evidentes na formulacao
usual mostraram-se triviais, como por exemplo a nao-
colinearidade do momentum e da velocidade através da
identificacao de uma corrente de magnetizacao devida
ao spin. A identificacao do potencial quantico dentro
da teoria de Pauli é particularmente interessante, onde
vimos que ele apresenta um termo que é exatamente o
da teoria de Schrodinger e um termo de origem no spin.

E importante salientarmos que ao contrario da

algebra vetorial de Gibbs, a 4lgebra geométrica
generaliza-se trivialmente para outras dimensoes. A
algebra geométrica do espago-tempo de Minkowski é
de fundamental importancia, e sua consideracao en-
volve generalizac¢oes triviais do que discutimos nesse ar-
tigo. Toda a cinematica relativistica é formulada trivi-
almente dentro da algebra geométrica do espaco-tempo,
e a teoria relativistica do elétron de Dirac apresenta
uma formula¢ao tao simples nesta algebra como a de
Pauli em termos da algebra do espago euclideano. Para
o leitor interessado na formulagao da teoria de Dirac
sugerimos a referéncia [20].

As algebras geométricas possuem varias outras
aplicacoes que nao discutimos aqui. Nos limitaremos

aqui a identicar algumas referéncias [21].
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