Conjuntos e Logica Fuzzy

Aula 15 — Composicoes de Relacbes Fuzzy.
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Introducéao

Na Aula 13, vimos que uma relacao fuzzy R de U para V é um
subconjunto do produto cartesiano U x V, ou seja, R € F(U x V).

Sendo um subconjunto fuzzy, podemos fazer as operacoes de
intersecgao, uniao e complemento usando os conceitos de
conjungao, disjuncao e negacgao fuzzy, respectivamente.

Iniciaremos a aula de hoje formalizando a intersecgao, unido e
complemento de relagbes fuzzy.

Em muitas aplicagbes, porém, uma relagao fuzzy possui um papel
muito diferente de um conjunto fuzzy. Nesse contexto, abordaremos
a composicao de relagdes fuzzy binarias.
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Interseccao de Relagbes Fuzzy

Definicao 1 (Interseccao de Relagdes Fuzzy)

SejaC : [0,1] x [0,1] — [0, 1] uma conjungao fuzzy. A interseccao
de duas relagdes fuzzy R,S € F(U x V), denotadapor Y =R NS,
é arelacao fuzzy Y € F(U x V) dada por

Y(u,v) = C(R(u, v),S(u, v)), V(u,v) e Ux V.

Observagéao:

¢ Tal como na intersecgéo de conjuntos fuzzy, a intersecgéo de
relacoes fuzzy é geralmente definida em termos de uma t-norma.

¢ Se nao for mencionada a conjungao fuzzy ou a t-norma,
considera-se 0 minimo.
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Exemplo — Interseccao de Relagdes Fuzzy

Considere as relagbes fuzzy R, S € F([0, 1] x [0, 1]) dadas por
R(X,}/):1/\(1+X—y) e S(X7y):‘x_y|

e Arelagdo R descreve “x é menor ou igual a y”.
e Arelagcao S descreve “x é diferente de y”.
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-
Exemplo — Interseccao de Relagdes Fuzzy

A interseccao Y = RN S é arelagao fuzzy dada por
Yxy) =0 +x=-y)Ax—Vyl,
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Unido de Relagbes Fuzzy

Definicao 2 (Unido de Relagdes Fuzzy)

Seja D : [0,1] x [0,1] — [0, 1] uma disjuncéo fuzzy. A unido de duas
relagbes fuzzy R,S € F(U x V), denotadapor Y =RUS, éa
relagéo fuzzy Y € F(U x V) dada por

Y(u,v) = D(R(u, v),S(u, v)), V(u,v) e Ux V.

Observagéao:

e Tal como na unido de conjuntos fuzzy, a uniao de relagées fuzzy
€ geralmente definida em termos de uma t-conorma.

¢ Se nao for mencionada a disjungao fuzzy ou a t-conorma,
considera-se o maximo.
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-
Exemplo — Unidao de Relagdes Fuzzy

Considere as relagbes fuzzy R, S € F([0, 1] x [0, 1]) dadas por
R(X,}/):1/\(1+X—y) e S(X7y):‘x_y|

e Arelagdo R descreve “x é menor ou igual a y”.
e Arelagcao S descreve “x é diferente de y”.
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-
Exemplo — Unidao de Relagdes Fuzzy

A unidao Y = RN S é arelacao fuzzy dada por
Yooy)= (1At +x=y)) Vix-y
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Complemento de Relacbes Fuzzy

Definicao 3 (Complemento de Relag¢des Fuzzy)

Sejan :[0,1] — [0, 1] uma negagéo fuzzy. O complemento de uma
relacéo fuzzy R € F(U x V), denotada por Y = RF, € a relagcao
fuzzy Y € F(U x V) dada por

Y(u,v) = n(R(u, v)), V(u,v) e Ux V.

Observacao:

e Se nao for mencionada a negagao fuzzy, considera-se a negagao
usualng(a) =1 - a.
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Exemplo — Complemento de Relagdes Fuzzy

A negacao usual da relagado fuzzy R € F([0,1] x [0,1]) é R€ é
Re(x,y)=1— (1 A (1 +x—y)> =0V (y—x).

RE
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Composicéo de Relagbes Classicas

Considere relagbes classicas R C Ux VeSC V x W.

Note que R e S definem uma nova relacdo, chamada composta de
R e S e denotada por R o S, que estabelece uma relagéo entre
elementosde Ue W.

Formalmente, a composi¢cao de R com S é a relacao
RoS C Ux W dada por

RoS={(u,w):3veV (uv)eR,(v,w)eS}

Em palavras, (u,w) € Ro S se existe v € Vtalque (u,v) e Re
(v,w)eS.

De forma alternativa, u e w estao relacionados (em termos de
R o S) se u esta relacionado com um v (por meio de R) € esse
mesmo v esta relacionado com w (por meio de S).
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Em termos da fungao caracteristica, temos

Xros(U,W) =1 = 3FveV:xzg(u,v)=1 e xs(v,w)=1.
— 3JveV:C(xr(u,v),xs(v,w)) =1.
Aaad sugc(XR(ua V)7XS(V7 W)) = 17
ve

em que C denota uma conjuncao classica.

Concluindo, podemos escrever

XROS(U7 W) = SUBC(XR(Ua V)7XS(V7 W))
ve

Substituindo a fungéo caracteristica pela fungéao de pertinéncia,
obtemos a composi¢ao sup-C para relagdes fuzzy.
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Composicao Sup-C

Definicao 4 (Composicao Sup-C)

SejaC :[0,1] x [0,1] — [0, 1] uma conjuncao fuzzy. A composi¢cao
sup-C de duas relagées fuzzy R € F(Ux V)e S € F(V x W),
denotada por Y =R o S, é arelagéo fuzzy Y € F(U x W) dada por

Y(u,w) = SUBC(R(U’ v),S(v, w)).

Observacao:

e Geralmente, utiliza-se uma t-norma como conjungao fuzzy.
¢ Se nao for mencionada a t-norma, considera-se o minimo.
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Exemplo — Composicdo Sup-C

Considere as relagbes fuzzy R, S € F([0, 1] x [0, 1]) dadas por
R(X,}/):1/\(1+X—y) e S(X7y):‘x_y|

e Arelagdo R descreve “x é menor ou igual a y”.
e Arelagcao S descreve “x é diferente de y”.
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-
Exemplo — Composicdo Sup-C

A composicao sup-min Y = R o S é a relacao fuzzy dada por

V(x,y)= sup (1 —x+2)A|z—y|
z€[0,1]
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Exemplo — Composicdo Sup-C

Analogamente, a composicdo R o R é a relacao fuzzy dada por

(RoR)(x,y)= sup (1 —x+2)A(1—z+Yy).
z€[0,1]
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Composicao Relacao-Conjunto

Além da composicao de relagbes fuzzy, podemos também combinar
uma relagdo com um conjunto fuzzy.

Como motivagéo, considere o seguinte exemplo abstrato:

Exemplo 5

Suponha que R descreva (de forma muito simplifica) a associagao
entre febre alta (medida entre 36°C e 40°C) e a dor de cabeca
(medida em uma escala de 0 a 10).

Sabendo que a temperatura é em torno de 38°C, qual sera o nivel
de dor de cabeca?

Em outras palavras, sabendo que a temperatura é um conjunto A,
qual sera o conjunto da dor de cabeca?
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Composicao Relacdo-Conjunto Classica

Supunha que temos uma relagao classica R C U x V e observamos
um conjunto classico A C U.

Podemos definir o conjunto classico B C V de todos os elementos
de V que estao relacionados (por meio de R) com algum elemento
de A.

Formalmente, definimos o conjunto B da seguinte forma:

B={veV:3ueUucA/ (uv)eR}
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Em termos da funcao de pertinéncia, temos

xg(v)=1 <— FJueU:xau)=1 e xr(u,v)=1
<~ FJueU:C(xa(u),xr(u,v)) =1
<~ supC(xa(u),xr(u,v)) =1,
uel

em que C denota uma conjuncao classica.

Dessa forma, podemos escrever

xs(Vv) = 3EBC(XA(U)7XR(U7 v)).

No caso fuzzy, substituimos a fungao caracteristica pela fungéo de
pertinéncia, ou seja,

B(v) = sup C(A(U) & R(1, )

em que C denota uma conjungéao fuzzy.
Marcos Eduardo Valle MS580/MT580 15/25



Composicoes Sup-C (Relacdo-Conjunto Fuzzy)

Definicao 6 (Composicdo Sup-C (Relagdo-Conjunto))

Seja C uma conjungao fuzzy e R € F(U x V) uma relagéao fuzzy.
Dado um conjunto fuzzy A € F(U), definimos o conjunto fuzzy
B=AoR € F(V) através da seguinte equagao:

B(v) = suBC(A(U), R(u,v)), VveV.

Alternativamente, dado um conjunto fuzzy X € F(V), definimos o
conjunto fuzzy Y =R o X € F(U) através da equacao

Y(u) =supC(R(u,v), X(v)), VueU.
velU
Note que esse segundo caso é equivalented Y = X o R~' com uma

escolha apropriada da conjungao fuzzy C.
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Exemplo — Composicdo Sup-C

Considere a relagéo fuzzy R € F([36,40] x [0, 10], dada por

R(x,y) = min{1,@,%},

que descreve a associacao entre febre alta e a dor de cabeca.

Grau de Pertinéncia
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Dor de cabega o Temperatura
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-
Exemplo — Composicdo Sup-C

Dado o conjunto fuzzy A € F([36,40]), em que
A(x) =0V ((x —37) A (39 — X)),

que descreve a temperatura em “torno de 38°C”.

o o
T

Grau de Pertinéncia
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Determine a composicao sup-min B= Ao R
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-
Exemplo — Composicdo Sup-C

Resposta: Neste caso, a composicao sup-min Ao R fornece

(Ao R)(y) = 0.75 A (%) .

Grau de Pertinéncia
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Extenséo Cilindrica e Projecao

A composicao sup-C relagao-conjunto também pode ser deduzida
usando o conceitos de extenséao cilindrica e projecao.

Definigao 7 (Extensao Cilindrica)

A extensao cilindrica em U x V de um conjunto fuzzy A € F(U) é a
relagéo fuzzy cil(A) € F(U x V) dada por

cil(A)(u,v) = A(u), YueU,veV.
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Exemplo — Extensé&o Cilindrica

A extensao cilindrica em [36,40] x [0, 10] do conjunto fuzzy
A € F([36,40]), dado por A(x) =0V ((x —37) A (39 — x)),

Grau de Pertinéncia
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Exemplo — Extensé&o Cilindrica

A extensao cilindrica em [36,40] x [0, 10] do conjunto fuzzy
A € F([36,40]), dado por A(x) =0V ((x —37) A (39 — x)), é

cil(A)(x,y) = 0V ((x — 87) A (39 — X)), Vx € [36,40], y € [0,10].

Grau de Pertinéncia
o o o

Dor de Cabega 0 Temperatura

Marcos Eduardo Valle MS580/MT580



Projecao de Relacao Fuzzy

Definicao 8 (Projecao)

Considere uma relagao fuzzy R € F(U x V).
e A projecdo de R em U é o conjunto fuzzy projy(R) € F(U) dado
por
projy(R)(u) = sup R(u,v), VYue U.
yev

* A projecdo de R em V é o conjunto fuzzy projy(R) € F(V) dado

por
projy(R)(v) = sup R(u,v), VYveV.
uel
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Exemplo — Projecao de Relacao Fuzzy

Considere a relagéo fuzzy R € F([36,40] x [0, 10], dada por

R(x,y) = min{1,@,%},

que descreve a associacao entre febre alta e a dor de cabeca.
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-
Exemplo — Projecao de Relacao Fuzzy

A projecao de R em U = [36,40] é o conjunto fuzzy
projy(R) € F(U) dado por
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-
Exemplo — Projecao de Relacao Fuzzy

A projegdo de R em V = [0, 10] é o conjunto fuzzy projy(R) € F(V)
dado por

projy(R) = min {1,%} .
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Teorema 9

Seja C uma conjungéo fuzzy e R € F(U x V) uma relagcéo fuzzy.

e Dado um conjunto fuzzy A € F(U), a composigcdo sup-C
B=AoR e F(V) satisfaz

B = projy(cil(A)NR).

e Dado um conjunto fuzzy X € F(V), a composicao sup-C
Y =Ro X e F(U) satisfaz

Y = projy(R n cil(X)).

Aqui, a intersecgdo é calculada usando a conjungao fuzzy C.
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Demonstracao.

Demonstraremos apenas o primeiro item. Note que

projy (cil(A) N R)(v) = szg(ij(Ci/(A)(u, v) A R(u,V))
= suBC(A(U) A R(u,v))

= (Ao R)(v),

paratodo v € V. O
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Exemplo — Extenséo Cilindrica e Projecéo

Considere arelacao R
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Exemplo — Extenséo Cilindrica e Projecéo

E o conjunto fuzzy A.
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-
Exemplo — Extenséo Cilindrica e Projecéo

A extensdo cilindrica de A é a relagcao




-
Exemplo — Extenséo Cilindrica e Projecéo

A interseccao cil(A) N R, calculada usando o minimo, é

o o
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-
Exemplo — Extenséo Cilindrica e Projecéo

A projegcdoem V =[0,10] de cil(A)NR &

0.8

° ° °
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que é exatamente Ao R.
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e
Consideracoes Finais

Na aula de hoje revisamos as operac¢des de uniao, interseccéo e
negagao de uma relagao fuzzy, que sao definidas interpretando
uma relagdo como um conjunto fuzzy no produto Cartesiano.

Na aula de hoje também abordamos as composi¢cdes sup-C, que
combinam duas relagdes fuzzy binarias.

Discutimos, em particular, a composicéo de uma relacdo com um
conjunto fuzzy e sua interpretacdo em termos da extenséo cilindrica
e da projecao.

Nas préximas aulas, estudaremos outros tipos de composicao de
relagbes fuzzy e as equagdes relacionais fuzzy.

Muito grato pela atengéo!
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