Conjuntos e Logica Fuzzy

Aula 10 — Reticulado Completo e Conjuntos L-fuzzy.
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Introducao

Na aula de hoje apresentaremos a nogao de conjuntos LL-fuzzy, que
generalizam a nog¢ao de conjuntos fuzzy usando o conceito de
reticulado completo.

Um reticulado completo é uma estrutura matematica na qual a
teoria dos conjuntos fuzzy pode ser muito bem desenvolvida.

Para apresentar o conceito de reticulado completo, iniciaremos
revisando relagdes de ordem e conjuntos parcialmente ordenados.
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Relacao Classica

Definicdo 1 (Relacao Classica)

Uma relagédo R entre conjuntos Uj, Us, ..., U, € um subconjunto do
produto Cartesiano U; x U, x ... x Up, ou seja,

RC U x...x U,

A n-upla (uq, Us, ..., Un) € R se, e somente se, os elementos
Uy, Us, ..., Uy estdo relacionados, ou seja, existe uma associacao,
interacdo ou interconexao entre esses elementos.
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Exemplo

Considere os conjuntos
X = {Brasil, Portugal, Franca, Estados Unidos, Canada},

Y = {Portugués, Francés, Inglés},

Z = {Real, Délar, Euro}.

Determine a relacdo R que associa o pais com a lingua e a moeda.
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Exemplo

Considere os conjuntos
X = {Brasil, Portugal, Fran¢a, Estados Unidos, Canadéa},

Y = {Portugués, Francés, Inglés},

Z = {Real, Délar, Euro}.
Determine a relagdo R que associa o pais com a lingua e a moeda.

Resposta: Arelagéo é

(Brasil,Portugués,Real), (Portugal,Portugués,Euro),
R =< (Franca,Francés,Euro), (Estados Unidos,Inglés,Ddlar),
(Canada,Inglés,Ddlar), (Canada,Francés,Délar)

Note que (Brasil,Inglés, Ddlar) nao pertence a R. Logo, inglés ndo é
a lingua franca ou o délar nao é a unidade monetaria do Brasil.
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Relacio Binaria

Uma relacédo R definida no produto Cartesiano U x V de dois
conjuntos é chamada relacao binaria.

Se um par ordenado (u, v) pertence a relagdao R C U x V, diremos
que u esta relacionado com v pela relacdo R e, muitas vezes,
denotaremos por uRVv.

Se um par ordenado (u, v) ndo pertence a relagéo R, diremos que
u nado esta relacionado com v pela relagcdo R e escrevemos uRv.
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———
Exemplo

Considere um ecossistema U, no qual interagem as populacdes de
aguias (a), cobras (c), insetos (i), lebres (I) e sapos (s). Um
estudo de interesse é o processo de predacao, isto &, a relagao
presa-predador.

Em termos matematicos, sejam U = {a,c,i,/,s} e R C U x U tal
que (u,v) € R se u é presa de v. Arelagdo R pode ser
representada pela tabela:

predador
c i

R

a

c
presa |
I
s

NSNS X N X|o
NN X X X
X X N X X
X X X X X|—
X X NX X|o»
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Exemplo

Considere um ecossistema U, no qual interagem as populacdes de
aguias (a), cobras (c), insetos (i), lebres (I) e sapos (s). Um
estudo de interesse é o processo de predacao, isto &, a relagao
presa-predador.

Em termos matematicos, sejam U = {a,c,i,/,s} e R C U x U tal
que (u,v) € R se u é presa de v. Arelagdo R pode ser
representada pela tabela:

predador
Rla c i | s
a0 0 0 0O
presa c|1 0 0 0 O
i |0 0 1 0 1
11 1 0 0 O
s|1 1 0 0 O
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Grafos e Relacdes Binarias

Podemos representar uma relacdo R C U x U por um grafo
orientado (digrafo) G(U, R) quando U = {uy, ..., un} € um conjunto
finito. Note que U é o conjunto dos vértices do digrafo e as arestas
sdo determinadas pela relagdo R, ou seja, existe uma aresta
ligando ue v se (u,v) € R.

Por exemplo, a relacao presa-predador do exemplo anterior pode
ser representada pelo seguinte digrafo:

o [N
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Relacao de Ordem

Definigao 2 (Ordem Parcial)

Dado um conjunto ndo-vazio U, uma relagao binaria < é uma ordem
parcial se:

e u<u, (Reflexividade)
e u<vev<uimplicau=v, (Anti-simetria)
e y<vev<wimplicau<w, (Transitividade)

para u,v,w € U. Um conjunto equipado com uma ordem parcial &
chamado conjunto parcialmente ordenado e denotado por (U, <).

Dizemos que (U, <) é totalmente ordenado se
e Paratodo u,v e U,ouu<vouv < ué verdadeira.
Um conjunto totalmente ordenado é chamado corrente ou cadeia.
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———
Exemplos

1. O conjunto dos numeros reais R e o intervalo [0, 1], equipados
com a ordem usual <, sdo correntes.

2. Dado um conjunto U, o conjunto das partes P(U) equipado com
arelacao de inclusdo C, isto é, A< Bse e somentese AC B, é
um conjunto parcialmente ordenado.

3. Considere o conjunto N dos numeros inteiros ndo-negativos e
defina m < n se e somente se m divide n. Nesse caso, N é um
conjunto parcialmente ordenado.

4. A relacao presa-predador ndao é uma relacao de ordem, pois nao
satisfaz a transitividade.
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————
Principio da Dualidade

Se < é uma ordem parcial em U, entao a relagdo <’ dada por
u<'v = v<u,

€ também uma ordem parcial em U, chamada de ordem dual.

Exemplo 3

O dual da ordem natural < (“menor ou igual’) dos numeros reais é a
ordem > (“maior ou igual”).

Note que (<')’ corresponde a <.

Principio da Dualidade

Toda definicao, propriedade, teorema ou afirmagao em (U, <)
resulta uma defini¢cdo, propriedade, teorema ou afirmagao em
(U, <') obtida substituindo < por <'.
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Maior e Menor Elementos

Considere um conjunto parcialmente ordenado (U, <) e um
subconjunto X C U.
e Um elemento a € X € chamado menor elemento de X se a < x
para todo x € X.
e Analogamente, b € X € o maior elemento de X se x < b,
Vx € X.

O maior e o menor elementos de X, quando existem, sao Unicos.
Com efeito, se a e & sdo ambos menores elementos de X, entdo
valem a < & e & < a. Pela anti-simetria da ordem parcial, temos
que a= 4.
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Cotas Superior e Inferior

Seja (U, <) um conjunto parcialmente ordenado e X C U.
e Um elemento a € U é uma cota inferior de X se a < x para todo

x e X.
e Analogamente, b € U é uma cota superior de X se x < b para

todo x € X.
Note que o menor e o maior elemento de X, quando existem, sdo
respectivamente uma cota inferior e uma cota superior.

12/25
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infimo e Supremo

e Seoconjunto A={ac U:a< x,x € X} detodas as cotas
inferiores de X possui um maior elemento gy € U, entéo ele é
chamado infimo de X. Note que o infimo ay de X satisfaz:

o gy < x paratodo x € X;
o a< gy para toda cota inferior a de X.

e Dualmente, se o conjunto B={b e U: x < b,x € X} de todas as
cotas superiores de X possui um maior elemento by € U, entdo
ele é chamado supremo de X. Note que o supremo by de X
satisfaz:

o x < by para todo x € X;
o by < b para toda cota superior b de X.
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Notacao

O infimo e o supremo de um conjunto X, quando existem, sao
anicos.

¢ Denotados o infimo de X por inf X ou A X.

e Denotamos o supremo de X por sup X ou \/ X.

O infimo e o supremo de um conjunto finito X = {xq,...,xp} C U
serdo denotado respectivamente por:

n
AX=xinxen...Axp= \x,
j=1

n
\/XEX1\/X2\/...\/XnE\/Xj.
j=1
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Reticulado e Reticulado Completo

Definicao 4 (Reticulado e Reticulado Completo)

Um conjunto parcialmente ordenado (L, <) é um reticulado se
quaisquer dois elementos x, y € IL possui infimo e supremo, isto é,
XAy e xVyestdo bem definidos em L.

Dizemos que (L, <) é um reticulado completo se todo subconjunto
X C L, finito ou infinito, admite infimo e supremo em L.

Note que um reticulado completo I possui um maior e um menor
elemento, denotados respectivamente por

L=AL e T=\L

Note também que, se L. é um reticulado completo, entdo

No=T e \Jo=1
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———
Exemplos

¢ Toda corrente & um reticulado pois ou x < y ou y < x. Por um
lado, se x < y,entdo x Ay = x e x V y = y. Por outro lado, se
y<x,enttoxANy=yexVy=xX.

e Nem todo reticulado é completo. Por exemplo, o intervalo aberto
L = (0, 1) com a ordem usual & um reticulado mas nao é um
reticulado completo pois o conjunto {1/n: n € N} ndo possuli
infimo.

¢ O conjunto dos numeros reais R é um reticulado mas nao é
completo pois ndo possui maior € menor elemento.

e O conjunto das partes de U, denotado por P(U), com a relagao
de inclusao é um reticulado completo. Nesse caso, o infimo e o
supremo correspondem respectivamente a interseccao e a uniao.
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Intervalo [0, 1] e o Conjuntos dos Reais Estendidos

O intervalo [0, 1] com a ordem usual é um reticulado completo.

O conjunto dos reais estendidos R = R U {+o00, —cc}, obtido
adicionando aos reais 0s simbolos +oo € —co, € um reticulado
completo com a ordem natural dos numeros reais com a condigdo

—00 < X< 400, VX ER.
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Produto Cartesiano e a Ordem Induzida

Considere reticulados completos (L1, <1),...,(Ln, <p).
O produto Cartesiano U =Ly x Lo x ... x L, € um reticulado
completo com a ordem induzida definida como segue:

(X1,X2,..., Xn) < V1, Y2, ¥n) <= Xxi<jy,Vi=1,....n

O supremo e o infimo de um conjunto X C Ly x L, sdo obtidos
calculando o supremo e o infimo em cada componente.

Exemplo 5

Considere X = {(0.4,0.2),(0.7,0.0), (0.9,0.8),(0.3,0.8)} C [0,1]2,
em que [0, 1]? é o reticulado equipado com ordem induzida da
ordem natural do intervalo [0, 1]. Nesse caso,

AX=(0300) e \/X=(09,08).
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Fungdes com a Ordem Induzida

Considere um reticulado completo (L, <). O conjunto Fun(U, L) de
todas as funcdes f : U — L, também denotado por LY, é um
reticulado completo com a ordem induzida definida como segue:

f<g < f(u)<g(u),Yuel.

O infimo e o supremo de uma familia de fungdes
F={fi: U—L:iel},onde | denotaum conjunto de indices, sdo
dados por

(/\F>(X) = A\fi(x) e (\/F)(x) =\/ fi(x),

iel iel

para todo x € U.
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Exemplos

Considere fungbes fi, f, f3 : [0,1] — [0, 1] dadas pelas equacgdes:
fi(x) =bell(x;0.2,2,0.15),
fo(x) =bell(x;0.3,4,0.5),
f3(x) =bell(x;0.2,2,0.9),

em que
1

T+ g
Defina a familia de fungbes F = {fi, f>, f3}. Usando a ordem
induzida do reticulado completo ([0, 1], <), encontramos

(/\ F) = H(X) A fa(x) A f3(x)

1 1 1
= A Nl ——].
0.15 4> ( —05 8) ( —-0.9 4>
<1+}X 1+ %53 1+ %52
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Dualmente, para todo x € [0, 1], temos

(\/ ,:) = f1(x) V fp(x) V f3(x)

1 1 1
= V V{——— | .
<1+>X°15“> <1+\Xa.%-58> <1+\Xa.%94>

Em particular, se x = 0.3, obtemos

(/\ F) (0.3) = £ (x) A fa(X) A (x) = 0.76 A 0.96 A 0.01 = 0.01.

(\/ F) (0.3) = f1(x) V h(x) V f(x) = 0.76 \V 0.96 \V 0.01 = 0.96.
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Visualmente, temos o seguinte gréfico:

1

sup F|

inf H |

0

0
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Conjuntos Fuzzy e Reticulados Completos

Vimos que o conjunto de todas as fung¢des Fun(U, [0, 1]) é um
reticulado completo com a ordem induzida de ([0, 1], <).

Identificando um conjunto fuzzy A com sua fungao de pertinéncia
va U —[0,1], concluimos que a familia de todos os conjuntos
fuzzy de um universo de discurso U, denotado por F(U), é um
reticulado completo.

Essa observacao é consistente com os seguintes fatos:

¢ O conjuntos das partes de U esta contido na familia de todos os
conjuntos fuzzy de U,

¢ O conjunto das partes de U é um reticulado completo com a
relacdo usual de inclusdo. Além disso, a interseccao e a uniao
correspondem respectivamente ao infimo e ao supremo de uma
familia de conjuntos classicos.
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Conjuntos L-fuzzy

De uma forma mais geral, substituindo ([0, 1], <) por um reticulado
completo arbitrario obtemos a seguinte definigdo (Goguen, 1967):

Definigdo 6 (Conjuntos L-fuzzy)

Sejam U um universo de discurso e (L, <p,) um reticulado completo.
Identificamos um conjunto LL-fuzzy A com uma funcéo de
pertinéncia ¢4 : U — L. Denotaremos a familia de todos os
conjuntos L-fuzzy de U por F,(U).

A relacao de inclusao de conjuntos LL-fuzzy é definida como segue:
ACB <= oa(u) <y ¢p(u),vYue U.

Note que Fr,(U) é um reticulado completo. O infimo e o supremo de
uma familia de conjuntos L-fuzzy A C Fi,(U) sao dados por

u)y= A ealt) e oyau)=\/ pau), vueUl.
AcA AcA
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos o conceito de reticulado completo.

Um reticulado completo é um conjunto parcialmente ordenado no
qual todo subconjunto admite infimo e supremo.

A familia de todos os conjuntos fuzzy de um universo de discurso
U, é um reticulado completo com a ordem induzida de ([0, 1], <).

Substituindo ([0, 1], <) por um reticulado completo arbitrario (L, <p,),
obtemos os chamados conjuntos L-fuzzy.

Na proxima aula, discutiremos como os conjuntos LL-fuzzy podem
ser usados para modelar incertezas na teoria dos conjuntos fuzzy.

Muito grato pela atencao! ]
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