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Na aula de hoje iniciamos os estudos sobre quadratura numérica,
que consiste em obter um namero real que aproxime o valor da
integral definida

I(f) = /a ’ f(x)dx.
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Na aula de hoje iniciamos os estudos sobre quadratura numérica,
que consiste em obter um namero real que aproxime o valor da
integral definida

I(f) = /a ’ f(x)dx.

Assumiremos que f é continua e, geralmente, assumiremos
também que f é suave.
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Na aula de hoje iniciamos os estudos sobre quadratura numérica,
que consiste em obter um namero real que aproxime o valor da
integral definida

I(f) = /a ’ f(x)dx.

Assumiremos que f é continua e, geralmente, assumiremos
também que f é suave.

A quadratura numérica é usada quando conhecemos f apenas em
alguns pontos ou quando ¢ invidvel calcular /(f) analiticamente.
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Formulas de Quadratura

Sabemos do curso de Calculo | que a integral definida (de Riemann)
de uma fungéo continua f em [a, b] é

n—oo

l(f):/b F(x)dx = lim Zn:f(xk)Ax,
a k=1

em que Ax = 2-2 e X, s&o pontos amostrais do intervalo [a, b].
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Formulas de Quadratura

Sabemos do curso de Calculo | que a integral definida (de Riemann)
de uma fungéo continua f em [a, b] é

l(f):/b F(x)dx = lim Zn:f(xk)Ax,
a k=1

n—oo

em que Ax = 2-2 e X, s&o pontos amostrais do intervalo [a, b].

Na quadratura numérica, aproximamos /(f) por uma soma finita, na
qual f € amostrada em alguns pontos, chamada férmula de
quadratura.
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Formalmente, numa férmula de quadratura de n+ 1 pontos temos

I(F) = wif(xk) + R,

k=0
em que

® Xo,X1,...,Xn € [@, b] s@0 0s nds de integragao,
° W, Wy,..., Wy SE0 0S Pesos,

* R,.1 €o0resto.
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Formalmente, numa férmula de quadratura de n+ 1 pontos temos

I(F) = wif(xk) + R,

k=0
em que

® Xo,X1,...,Xn € [@, b] s@0 0s nds de integragao,
° W, Wy,..., Wy SE0 0S Pesos,

* R,.1 €o0resto.

Dessa forma, numa quadratura numérica definimos

b n
I(f) = / f(x)dx = > wif(x).
a k=0
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Formalmente, numa férmula de quadratura de n+ 1 pontos temos

I(F) = wif(xk) + R,

k=0
em que

® Xo,X1,...,Xn € [@, b] s@0 0s nds de integragao,
° W, Wy,..., Wy SE0 0S Pesos,

* R,.1 €o0resto.

Dessa forma, numa quadratura numérica definimos

b n
I(f) = / f(x)dx = > wif(x).
a k=0

Nosso objetivo sera escolher os pontos xi’s nos quais f € amostrada

e também determinar os pesos wy’s para a quadratura numérica.
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Foérmulas de Newton-Cotes

As férmulas de Newton-Cotes sdo obtidas usando interpolagéo
polinomial ou interpolagéo polinomial por partes em pontos
Xo < X1 < ... < Xpigualmente espacgados do intervalo [a, b].
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Foérmulas de Newton-Cotes

As férmulas de Newton-Cotes sdo obtidas usando interpolagéo
polinomial ou interpolagéo polinomial por partes em pontos
Xo < X1 < ... < Xpigualmente espacgados do intervalo [a, b].

Temos uma férmula fechada de Newton-Cotes se xo = ae x, = b.
Caso contrario, temos uma féormula aberta de Newton-Cotes.
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e
Foérmulas de Newton-Cotes

As férmulas de Newton-Cotes sdo obtidas usando interpolagéo
polinomial ou interpolagéo polinomial por partes em pontos
Xo < X1 < ... < Xpigualmente espacgados do intervalo [a, b].

Temos uma férmula fechada de Newton-Cotes se xo = ae x, = b.
Caso contrario, temos uma féormula aberta de Newton-Cotes.

Em outras palavras, na férmula aberta de Newton-Cotes, temos
X0, X1, ..., Xn € (&, b).
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e
Formulas Fechadas de Newton-Cotes

Seja pn 0 polinémio de grau n que interpola f nos pontos

b—a
n

X =a+ k, Yk=0,1,....n,

igualmente espacados no intervalo [a, b].
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Formulas Fechadas de Newton-Cotes

Seja pn 0 polinémio de grau n que interpola f nos pontos

, 1, ...,Nn,

igualmente espacados no intervalo [a, b].

Usando a forma de Lagrange temos

pn(Xx) = f(Xo)Lo(X) + f(x1)L1(x) + ...+ f(xn)Ln(x Z f(xk) L (x

em que

Lk(X) _ H (X_ Xi) )

ik (Xk — Xi)
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Consequentemente,

I(f) = /ab f(x)dx
b b n
~ / p(x)dx = / (Z f(xk)Lk(x)> dx
a a k=0
n b
-y ( / Lk(x)dx) F(xe)
k=0 \”@

n
= Z ka(xk)a
k=0

em que 0S pesos wy, Wy, ..., W, sdo dados por

b
Wk:/ Le(x)dx, Vk=0,1,...,n.
a
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Consequentemente,

I(f) = /b f(x)dx
ab b n
~ / p(x)dx = / (Z f(xk)Lk(x)> dx
a 4 \k=0

n b
-y ( / Lk(x)dx) F(xe)
k=0 \’@

n
= Z ka(xk)a
k=0

em que 0S pesos wy, Wy, ..., W, sdo dados por

b
Wk:/ Le(x)dx, Vk=0,1,...,n.
a

Note que os pesos ndo dependem da funcao f!
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-
Regra dos Trapézios

A regra dos trapézios é obtida considerando n = 1.
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Regra dos Trapézios

A regra dos trapézios é obtida considerando n = 1.

Nesse caso, X = ae x; = b. As bases de Lagrange séo

X — X4 X1 — X X — Xo X—XO
Lo(x) = = e L =
o(x) Yo X > 1(x) = X —x h

em que h = x; — Xg. Logo,

WO:/ Lo(x)dx / :g
W1—/ Ly(x)dx / _/27.

3

>
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Regra dos Trapézios

A regra dos trapézios é obtida considerando n = 1.

Nesse caso, X = ae x; = b. As bases de Lagrange séo

X — X4 X1 — X X — Xo X — Xo
Lo(x) = =

_Xo—X1_ h © L1(X):X1—XO: h ’

em que h = x; — Xg. Logo,

b XXy — X h

wy = L xdx:/ 1 ax = —,
0 /a 0() . < h > 2
h

2

0

b XX — Xo
wy = L xdx_/ dx =
! /a 1(X) . < h >

0

Portanto, na formula dos trapézios temos

I(f) ~ Ti(f) = g<f(x0) + ().
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————
Erro da Regra dos Trapézios

Da interpolagéo polinomial, sabemos que

(6) = Pr(3) + (¢ —x0)(x — X)), € € (x0,:1),

em que p; é o polinbmio de grau 1 que interpola f em xp € Xy.
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Erro da Regra dos Trapézios

Da interpolagéo polinomial, sabemos que

(6) = Pr(3) + (¢ —x0)(x — X)), € € (x0,:1),

em que p; é o polinbmio de grau 1 que interpola f em xp € Xy.

Integrando ambos os lados da equacéo, obtemos

X4 X1 Xq 1
I(f) :/ f(x)dx:/ P (x)dx+/ 5 06— x0)(x — x1)f"(€)ox
X0 X0 Xo
= Ty(f) + Rr,
em que £ depende de x e

Ar =g [t x0)0x—x)r(€)o
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Pelo teorema do valor médio para integrais, temos

! X4
Ry — é”)/ (x — Xx0)(x — x1)dx, 1 € (X0,X1).
Xo
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Pelo teorema do valor médio para integrais, temos

! X4
Ry — é”)/ (x — Xx0)(x — x1)dx, 1 € (X0,X1).
Xo

Tomando z = x — xp € h = x; — Xp, concluimos que

Xq h _
/ (x—xo)(x—x1)dx_/ z2(z—h)dz = -
X 0

0
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Pelo teorema do valor médio para integrais, temos

f X1
Ar = 250 [ - x0)(x =)ok, € (x0.x)
Xo

Tomando z = x — xp € h = x; — Xp, concluimos que

/X1 (X = X0)(x = x1)dx = /hZ(Z— h)dz = _6/73
X 0

0

Portanto, ,
h
I(f) = Ta(f) — ﬁf”(n), n € (Xo, X1).
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Regra dos Trapézios Repetida

Note que Rt pode ser grande quando a integral é calculada em um
intervalo grande. Para contornar esse problema, podemos fazer
uma subdivisdo do intervalo [a, b] com pontos

b—a
X =a+ - k, Yk=0,1,...,n,
igualmente espacados e aplicar a regra dos trapézios em cada um
dos subintervalos [xx_1, X(], parak =1,...,n.
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Regra dos Trapézios Repetida

Note que Rt pode ser grande quando a integral é calculada em um
intervalo grande. Para contornar esse problema, podemos fazer
uma subdivisdo do intervalo [a, b] com pontos

qK Wk=0.1,....n,

Xk =a-+
K n
igualmente espacados e aplicar a regra dos trapézios em cada um
dos subintervalos [xx_1, X(], parak =1,...,n.

Equivalentemente, podemos aproximar f por um polinémio linear
por partes Iy que interpola f em xg, X, .. ., Xp.
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Regra dos Trapézios Repetida

Note que Rt pode ser grande quando a integral é calculada em um
intervalo grande. Para contornar esse problema, podemos fazer
uma subdivisdo do intervalo [a, b] com pontos

b—a
X =a+ - k, Yk=0,1,...,n,
igualmente espacados e aplicar a regra dos trapézios em cada um
dos subintervalos [xx_1, X(], parak =1,...,n.

Equivalentemente, podemos aproximar f por um polinémio linear
por partes Iy que interpola f em xg, X, .. ., Xp.

Nesse caso,

I(f) = /ab F(x)dx ~ /:I'h(x)dx — To(f).
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Formalmente, temos a aproximacéao

I(f) = /ab F(x)dx ~ /:I'h(x)dx:

Considerando a expressao para o resto, obtemos

n 3
=3 (g(«xm +10x0)) - fzf"(nk))

n

Z/Xk My (x)adx = Ta(F).

k=1 Xk—1

n

3
=23 (o) 100) - 3
k:1

= To(f) + Rr.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 12/28



Formalmente, temos a aproximacéao

I(f) = /ab F(x)dx ~ /:I'h(x)dx:

Considerando a expressao para o resto, obtemos

n 3
=3 (g(«xm +10x0)) - fzf"(nk))

n

Z/Xk My (x)adx = Ta(F).

k=1 Xk—1

n

3
=23 (o) 100) - 3
k:1

= To(f) + Rr.

Concluindo a regra dos trapézios repetida define
h
() = Talf) = 5 (f(xo) F2f(x1) + 2f(Xa) 4+ .. + 2F(Xp_1) + f(x,,)).
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-
Erro da Regra dos Trapézios Repetida

Supondo que f” é continua em |[a, b], uma generalizagao do
teorema do valor intermediério garante que existe ¢ € (a, b) tal que

o» n H3

_ 7 _ 1
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Erro da Regra dos Trapézios Repetida

Supondo que f” é continua em |[a, b], uma generalizagao do
teorema do valor intermediério garante que existe ¢ € (a, b) tal que

h3 4 7 1 h3

Rr=—

Portanto, o erro da regra dos trapézios repetida aplicada para
estimar a integral |, : f(x)dx para uma fungao com derivada segunda
continua em [a, b] satisfaz

107) ~ Tal)] < 2 2 rRM,

em que

/!
M, = argggblf IE
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-
Resumo da Regra dos Trapézios Repetida

A regra dos trapézios repetida define

I(f) ~ To(f) = g(f(xo) +2(x1) + 2f0R) + ... + 2f(xp_1) + Fn) ).
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-
Resumo da Regra dos Trapézios Repetida

A regra dos trapézios repetida define

I(f) ~ To(f) = g<f(xo) +2(x1) + 2f0R) + ... + 2f(xp_1) + Fn) ).

O erro da regra dos trapézios repetida para uma fungao com
derivada segunda continua em [a, b] satisfaz

1(f) — To() < 22

2
<45 h*Ms.,

em que

o 171
Me = max |"(9)].
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Exemplo 1

’
Considere a integral definida I(f):/ eXdx.
0

(a) Estime /(f) usando a regra dos trapézios repetida com 10
subintervalos. Determine o erro cometido e compare com a
estimativa apresentada anteriormente.

(b) Qual o numero n de subintervalos que devemos usar para que o
erro |I(f) — Tp(f)] < 10732
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Resposta: (a) Os pontos x,x = 0.1k, para k =0,1,...,10, dividem o
intervalo [0, 1] em 10 subintervalos. Dessa forma,

0.1
Tio(f) = 7(eo +2e%" 42692 4 12608 4269 + ) = 1.7197,

enquanto
I(f) = /1 edx =e' —1=1.7183.
Portanto, o erro da estimoativa é
|I(f) — Tyo(f)] = 0.0014317.
Por outro lado, sabemos que

Ms = max |’ = max & =e'.
> ag;b\ 6l 2,

Logo,

_ 2
() — To(F) < 2 23 (0'12 € 0.0022652.

1
De fato, temos |/(f) — T1o(f)| = 0.0014317 < 0.0022652.
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(b) Teremos |/(f) — Tp(f)| < 1072 se

b-a, e, _3 [12 x 103

Portanto,

b—a b-—a 1 / e

ou seja, o0 numero de subintervalos deve ser maior que 15 (n > 16).
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————
Regra 1/3 de Simpson

A regra 1/3 de Simpson é obtida considerando n = 2. Nesse caso,

X=a Xx=(@a+b)/2 e x2=0b.
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————
Regra 1/3 de Simpson

A regra 1/3 de Simpson é obtida considerando n = 2. Nesse caso,

X=a Xx=(@a+b)/2 e x2=0b.

As integrais das bases de Lagrange séao

WOZ/bLO(X)dX:/X2 (X X1)X )dX_h

. (X0 —Xx1)(X0 — Xx2)

( h
( 3’
P [ (x = x0)(X — X2) 4h
A e it 3
(
(

>

0

Wg:/bLg(x)dx:/X2 (X = Xo)(x = )d —g,

Xo ( XO) Xo — )

que podem ser calculadas considerando z = x — xp.
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Portanto, na formula 1/3 de Simpson temos

I(f) ~ Sp(f) = ’3’<f(x0) +4f(x1) + f(x2)>.
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Portanto, na formula 1/3 de Simpson temos

I(f) ~ Sp(f) = g(f(xo) +4f(x1) + f(x2)>.

Supondo que a derivada (") é continua em [a, b], pode-se mostrar
que o resto na formula 1/3 de Simpson satisfaz

S .
Rs = I(f) — Self) = —g:1"(), €< (ab)
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Portanto, na formula 1/3 de Simpson temos

I(f) ~ Sp(f) = g(f(xo) +4f(x1) + f(x2)>.

Supondo que a derivada (") é continua em [a, b], pode-se mostrar
que o resto na formula 1/3 de Simpson satisfaz

h5

~g5™(©. €c(@b)

Rs = I(f) — Sx(f) =

Note que o erro da férmula 1/3 de Simpson depende de h°!
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Regra dos 1/3 de Simpson Repetida

Tal como na regra dos trapézios, o resto Rs da regra 1/3 de
Simpson pode ser grande quando a integral é calculada em um
intervalo grande.
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-
Regra dos 1/3 de Simpson Repetida

Tal como na regra dos trapézios, o resto Rs da regra 1/3 de
Simpson pode ser grande quando a integral é calculada em um
intervalo grande.

Para contornar esse problema, subdividimos o intervalo [a, b] com
pontos

2. Vk=01.....n

Xk =a-+ n
igualmente espagados com n par e aplicar a regra 1/3 de Simpson
em cada um dos subintervalos [xox_2, Xok], para k = 1,...,n/2.
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-
Regra dos 1/3 de Simpson Repetida

Tal como na regra dos trapézios, o resto Rs da regra 1/3 de
Simpson pode ser grande quando a integral é calculada em um
intervalo grande.

Para contornar esse problema, subdividimos o intervalo [a, b] com
pontos

Xk =a+ b;ak, vk =0,1,...,n,
igualmente espagados com n par e aplicar a regra 1/3 de Simpson
em cada um dos subintervalos [xox_2, Xok], para k = 1,...,n/2.

Equivalentemente, podemos aproximar f por um polinbmio
quadratico por partes N, que interpola f em Xxg, X1, ..., Xn.
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Assim, na regra 1/3 de Simpson repetida temos

b b n/2 Xok
- / F(x)dx ~ / Ma(x)dx — Z/ Ma(x)dx = Sp(F).
a a k=1 Xok_—2
Considerando a expressao para o resto, obtemos
n/2
h s
I(f) = ; (3 <f(X2k—2) + 4f(Xok—1) + f(sz)) - gof(lv)(nk))
h n/2 5 n/2
_ ( Xok_ 2) +4f(X2k 1) f(XQk ) — — Z f(’V) nk
=1
= Sn( )+ R
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Assim, na regra 1/3 de Simpson repetida temos

b b n/2 Xok
- / F(x)dx ~ / Ma(x)dx — Z/ Ma(x)dx = Sp(F).
a a k=1 Xok_—2
Considerando a expressao para o resto, obtemos
n/2
h s
I(n=>" (3 (f(sz_z) + 4f(Xk—1) + f(sz)) - gof(lv)(nk))
k=1
h n/2 5 n/2

_ ( Xok_ 2) +4f(X2k 1) f(XQk ) — —Zf(’V) nk
+

—
—Sn()

Concluindo, a regra 1/3 de Simpson repetida fornece

Sn(f) = g(f(xo)+4f(x1 )+2f(x2) +AF(X3) 4. . .+2F(Xp_2)+4F(Xn_1 )—|—f(x,,)).
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-
Erro da Regra 1/3 de Simpson Repetida

Supondo que () é continua em [a, b], uma generalizagéo do
teorema do valor intermediério garante que existe ¢ € (a, b) tal que

K5 nj/2 ) n.. h° ) h°
Re— — f(’V) — _7f(/v) oo f(/v) .
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-
Erro da Regra 1/3 de Simpson Repetida

Supondo que () é continua em [a, b], uma generalizagéo do
teorema do valor intermediério garante que existe ¢ € (a, b) tal que

h5
180°

/2
h5 n. o h?

_ (iv) Ny
Rs 90k 1f (m) = =51 (g

nftM(¢)

Portanto, o erro da regra 1/3 de Simpson repetida para estimar a
integral fa x)dx de uma fungéo com derivada () continua em

[a, b] satisfaz
b—a,,
- <

em que

IV
My = max [1)(©)].
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-
Resumo da Regra 1/3 de Simpson Repetida

A regra 1/3 de Simpson repetida fornece

Sa(f) = g(f(xo)+4f(x1 )2 (Xo) +4F(X3) +. . .+2F(Xn_2) +AF(Xp_1 )+f(xn)).
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-
Resumo da Regra 1/3 de Simpson Repetida

A regra 1/3 de Simpson repetida fornece

Sa(f) = g(f(xo)+4f(x1 )2 (Xo) +4F(X3) +. . .+2F(Xn_2) +AF(Xp_1 )+f(xn)).

O erro da regra 1/3 de Simpson repetida para uma fungao com
derivada f() continua em [a, b] satisfaz
b—a
180

[I(f) — Sp(f)] < h*M,,

em que .
My = max |f()(c)].

asgsb
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Exemplo 2

’
Considere a integral definida I(f):/ eXdx.
0

(a) Estime /(f) usando a regra 1/3 de Simpson repetida com n = 10
subintervalos. Determine o erro cometido e compare com a
estimativa apresentada anteriormente.

(b) Qual o numero n de subintervalos que devemos usar para que o
erro |I(f) — Sp(f)| < 10732
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Resposta: (a) Os pontos xx = 0.1k, para k = 0,1,...,10, dividem o
intervalo [0, 1] em 10 subintervalos. Dessa forma,

Sto(f) =

enquanto

:'31(e0 +4e%" 12602 4 12698 1 4609 + ) = 1.7183,

1
I(f) :/ edx =e' —1=1.7183.

0

Usando uma precisao maior, concluimos que o erro da estimativa €

|I(f) — Sio(f)| = 9.5347 x 107",
Por outro lado, sabemos que
My = max [fM)(¢)] = max ef = e

a<é<b a<é<b
Logo,
b—a,4 (0.1)46 _6
— < = 1. .
[I(f) — S10(f)| 180 ——h'M, = 180 1.5102 x 10

De fato, temos |/(f) — Tyo(f)| = 9.5347 x 107 < 1.5102 x 1076,
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(b) Teremos |/(f) — Sy(f)] < 1073 se

b—a e +/180 x 103
WMy = ——h* <1073 h —_
180 [ Ma= g <107 = h<y e

Portanto,

_b-a b-a ,/ e B
h= - = n> ho= 180><10_3_1.9713.

Como n deve ser par, devemos ter n > 2.
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Teorema Geral do Erro

Teorema 3

Sejam f uma fungdo com derivada f("t2) continua em [a, b] e p, 0
polinbmio que interpola f em pontos igualmente espacados
a=xg<xy<...<xp= bdointervalo [a, b]. Nesse caso, o resto
R, =I(f) — [, ab pn(x)dx da férmula de Newton-Cotes fechada
satisfaz

e Senéimpar:

hn+2f(n+1)(£) n
(n+1)!/0 z(z—1)...(z—n)dz, ¢€]ab].

n=—

e Senépar:

hn+3 f n+2) 5)

(n+2)! 2(2_1) (z—=n)dz, ¢c]la b

n
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos férmulas para estimar
numericamente uma integral definida f: f(x)dx. Especificamente,
apresentamos as férmulas de Newton-Cotes, em que

b b b b

/ f(x)dx ~ / pn(x)dx ou / f(x)dx = / Mm(x)dx.
a a a a

Em particular, vimos
» A regra dos trapézios repetida é obtida aproximando f por Iy em

X0, X1y Xn.
e Aregra 1/3 de Simpsion repetida € obtida aproximando f por [,
em Xp, X1, ..., Xp COM N par.

Muito grato pela atengéo!
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