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————
Splines Cubicas

Dados nés xg < x4 < ... < Xp, uma spline cubica é uma fungao
polinomial por partes Sz com as seguintes propriedades:

e S3 é um polindmio de grau menor ou igual a 3 em cada um dos
subintervalos [xx_1, Xk].

e S; tem derivadas de primeira e segunda ordem continuas em
[X0, Xn].
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Sendo um caso particular de polinbmios cubicos por partes, uma
spline cubica é da forma

S1(x), Xo < x < xq,

S3(x) = q Sk(x), Xk—1 < X < Xk,

Sn(X), Xp—1 < X < Xp,
em que
Sk(X) = ak(x — Xk)3 + bk(X — Xk)2 + Ck(X — Xk) + dk,

€ um polinémio de grau pelo menos 3.

Note que uma spline cubica é determinada por 4n parametros
as, b1 , C1,y d1 , a2, b2’ Co, d27 ..., dn, bna Cn, dn-
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Como S3, S e S5 séo continuas, devemos ter

Sk(Xk) = Sk+1(Xk),  Sk(Xk) = Sk 1(Xk) € sk(xk) = S 1 (X),

paratodo k=1,2,....n—1.

Num problema de interpolacdo, devemos também ter Sz(xx) = Y«
ou seja,

si(X%)=Yo € Sk(xk)=yk, Vk=1,....n

Com isso, temos
3(n—1)+(n+1)=4n-2,

equagdes para determinar 4n incégnitas.

Logo, temos duas condi¢gdes em aberto que podem ser impostas,
por exemplo, de acordo com informagdes fisicas sobre o problema.
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————
Spline Cubica Natural

A spline cubica natural é obtida impondo as condigbes
S3(x0) =0 e S5(xn) =0,
ou, equivalentemente,

s{(x)=0 e sj(xp) =0.

Pode-se mostrar que a spline cubica natural € aquela de menor
curvatura.

Vamos mostrar que uma spline cubica natural € determinada
resolvendo um sistema linear tridiagonal

Ax =b.
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Primeiro note que

Sk(X) = ak(x — xi)® + b (X — xi)? + ck(x — xk) + .,
Xx) = 3ak(x — xk)2 + 2by(x — Xxx) + Ck,
X) 6ak(x - Xk) + 2by,

paratodo k =1,2,...,n.

Sk(
Sk(

Da condicao de interpolacao, devemos ter

si(X%)=Yo € Sk(xk)=yk, Vk=1,....n

Analogamente, vamos escrever

Yo=S51(%) e Yi=s(xk), Vk=1,....n,
e
wW=s{(x) e yi=sixx), Vk=1,...,n
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Da expressao para s, concluimos que

/!

Além disso, da continuidade de SZ, obtemos

Yk—1 = Sk_1(Xk—1) = Sk(Xk—1) = 6ak(Xxk—1 — Xk) + 2bx.

Denotando
he = Xk — Xk—1, Vk=1,...,n,
concluimos que
Ay
Vi, = —6akhg+2bx = ax= %7 Yk=1,...,n.
K
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Da condigao de interpolagéo S3(xx) = yk, concluimos que
Yk =8sk(xx)=d¢ = dc=yk, Yk=1,...,n

Além disso, da continuidade de Ss, temos
Yk—1 = Sk—1(Xk—1) = Sk(Xk—1)
= ar(X—1 — Xk)> + be(Xk—1 — Xk)? + Ck(X—1 — Xi) + i
= —akh} + bxh2 — cxhy + di,
em que hyx = Xx — Xx_1. Isolando ¢k, obtemos

1
Ck = - [—3kh2 + bkhf + di — }’k—1]

K

Ak — Yk—
= —ach? + bhy + G = V-1
hk
Substituindo as expressoes para ag, bk € dk, concluimos que
h — Vk—
Ck = Ek (2yK + Vk—-1) +w, Vk=1,...,n.

k
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Concluindo, os coeficientes ay, by, cx € dx em
Sk(X) = ak(x — Xk)3 + bk(X — Xk)2 + Ck(X - Xk) + dk,

da spline cubica natural satisfazem

Yk = Yk
ag =" —
k 6h,
_ Y
bk - PR
Yk — Yk, 2hey + Y he
dk = Yk,
paratodo k=1,...,n.
Agora, Yo, ¥1, - - -, ¥n S80 dados num problema de interpolagéo.
Resta determinar y{, yi...., v}

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 9/1



Na spline natural, y/ =0e y;, = 0. Os valores y{, ys,...,y; | séo
determinados da continuidade de S3.

Com efeito, da condigcao
Sk(Xk) = Skp1(Xk), Vk=1,2,...,n—1,
deduzimos
Ck = 3aks1(Xk — Xk11)? + 2bki1(Xk — Xii1) + Ckrt
= 3a1hiq — 2bkprhiyr + Gty Vhk=1,...,n—1,

em que hxk—1 = Xk1 — Xk-

Substituindo as expressoes para Cx, a1, bk+1, Ck+1 € agrupando
0s termos, encontramos

hyi—1 +2(hic + i)Y + P Vil = 6 (ka EELYE A LS ) :

Pk 11 hk
parak=1,....n—1.
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Equivalentemente, temos o sistema linear tridiagonal Ax = b, com
n— 1 equacgdes, em que

[2(hy + hy) ho
ho 2(ho+ h3) hg

A= hs
hnf1
L hn—1 2(hn 1 +hn)

17 Ye=¥1 _ Yi=Wo

y-| ho hy
y// }’Sh }’2 _ }’2h 4|

2
= e b=6 o
y// Yn—Yn-1 _ Yn-1—Vn-2

n—1 hn hn,1

Resolvendo o sistema linear AX = b, encontramos os valores
y{’, ... ,y,’,,’q.
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Exemplo 1

Determine a spline cubica natural S3 que interpola a tabela

x|0 1/4 1/2 3/4 1
y|1 2 1 0 {1

e calcule S3(0.35).
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————
Exemplo 1

Determine a spline cubica natural Sz que interpola a tabela

x|0 1/4 1/2 3/4 1
y|1 2 1 0 {1

e calcule S3(0.35).

Resposta: Primeiro, resolvemos o sistema linear

J[4 1 0] [y —48
14 |ml=]o
01 4] |ys 48

cuja solugéo fornece

Yo =0, y{=-48, y; =0, y3=48 e y,/=0.
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Com esses valores, concluimos que a spline cubina natural que
interpola a tabela é

—32(x — ;¥ —24(x — 1)?+2, 0<x<1,
32(x — 33 —6(x — 1) +1, T<x< g,

S3(x) = 3,2 1 3
32()(_’) + 24(x 1)7 5 <X< 7,

—32(x —1)® +6(x —1) +1, S<x<.

Finalmente, como 0.35 € [{, 3], temos que

85(0.35) = 32(—0.15)3 — 6(—0.15) + 1 = 1.792.
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