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No problema de interpolagéo determinamos um polinémio p,, de
grau menor ou igual a n, tal que

pn(Xk):}’m VK:0717"'>n7

em que (Xo, ¥o0), (X1, ¥1),- - ., (Xn, ¥n) S80 dados.
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No problema de interpolagéo determinamos um polinémio p,, de
grau menor ou igual a n, tal que

pn(Xk):}’ka VK:0717"'>n7

em que (Xo, ¥o0), (X1, ¥1),- - ., (Xn, ¥n) S80 dados.

Se yx = f(xx), em que f é uma fun¢@o com derivadas até ordem
n+ 1 continuas, entdo o erro da interpolagéo polinomial satisfaz

n

TTx = x)

k=0

Mn+1

)= ey

com My,q = max |[f(")(x)).
X€E[Xo,Xn]
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No problema de interpolagéo determinamos um polinémio p,, de
grau menor ou igual a n, tal que

pn(Xk):}’ka VK:0717"'>n7

em que (Xo, ¥o0), (X1, ¥1),- - ., (Xn, ¥n) S80 dados.

Se yx = f(xx), em que f é uma fun¢@o com derivadas até ordem
n+ 1 continuas, entdo o erro da interpolagéo polinomial satisfaz

n

Mn+1
& < —— - om M1 = f D (x)|.
n(X) = (n+ 1)| kl—[o(x Xk) C n+1 XETX?,);nH ( )|
Em particular, se xg, X1, . . ., X forem igualmente espacgados, entdao
Mn+1 hn+1
< — X
En(x) < a0+ 1) emaque h= Xk 1 — Xk
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Fendmeno de Runge

Seja pp 0 polinbmio que interpola f nos pontos

b—a

Xk =a+ k, k=0,1,...,n,

igualmente espagados do intervalo [a, b].

e Sera que obtemos aproximacdes melhores de f aumentando n?
e Em outras palavras, sera que p, converge para f quando n — co?
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Exemplo 1

Considere a funcao

f(x) x € [-1,+1].

1
- 14 25x2’

As proximas figuras mostram f e seu polindmio interpolador em nés
igualmente espacados do intervalo [—1,1].
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1.0 — fix)
— p2(x)
0.8 A
0.6 A
0.4
0.2 A
0.0 +— ; ; ; ; ; ; ; ;
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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1.0 — fix)
— p3(x)
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—0.2 A1

-0.4

— f(x)
—— pa(x)

-1.00 -0.75 -0.50 —-0.25 0.00 0.25
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Polinémio de grau 4.
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1.0 — fix)
—— ps(x)
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1.0 1 — fix)
— pe(x)
0.8 1
0.6 1
0.4
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0.0 1
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1.0 — fix)
— p7(x)
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1.00 A

0.75 1

0.50 1

0.25 A1

0.00 A1

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 1

—1.001

— fix)
— ps(x)
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— f(x)
— po(x)

-1.00 -0.75 -0.50 —-0.25 0.00 0.25
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2.01

1.5

1.0 A

0.5 1

0.0 1 — f(x)
— p1o(x)

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Polinémio de grau 10.
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O exemplo anterior mostra o chamado fenémeno de Runge.
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O exemplo anterior mostra o chamado fenémeno de Runge.

Respondendo as perguntas anteriores, ndo podemos garantir que
pn — fquando n — oc.
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O exemplo anterior mostra o chamado fenémeno de Runge.

Respondendo as perguntas anteriores, ndo podemos garantir que
pn — fquando n — oc.

Com efeito, pode-se mostrar que

max |f(x) — pn(X)|;

Xe [X07Xn]

torna-se arbitrariamente grande para certas fungdes f, incluindo a
fung@o do exemplo anterior!
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O exemplo anterior mostra o chamado fenémeno de Runge.

Respondendo as perguntas anteriores, ndo podemos garantir que
pn — fquando n — oc.

Com efeito, pode-se mostrar que

max |f(x) — pn(X)|;

Xe [X07Xn]

torna-se arbitrariamente grande para certas fungdes f, incluindo a
fung@o do exemplo anterior!

Lembre-se: Essas observagdes sdo vélidas considerando pontos
igualmente espacgados!
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-
No6s de Chebyshev

Podemos obter um polinémio p, que aproxima melhor f
selecionando melhores nds de interpolagéo xo, X1, ..., Xn.
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-
No6s de Chebyshev

Podemos obter um polinémio p, que aproxima melhor f
selecionando melhores nds de interpolagéo xo, X1, ..., Xn.

Em particular, os nés de Chebyshev dados por

a+b bacos(ﬁw), vk=0,1,...,n,

=5 2

distribuem o erro homogeneamente no intervalo [a, b].
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-
No6s de Chebyshev

Podemos obter um polinémio p, que aproxima melhor f
selecionando melhores nds de interpolagéo xo, X1, ..., Xn.

Em particular, os nés de Chebyshev dados por

a+b bacos(ﬁw), vk=0,1,...,n,

=5 2

distribuem o erro homogeneamente no intervalo [a, b].

Alternativamente, pode-se considerar os pontos

at+b b-a <2k+17r
= — COSs —

Xk ) Vk =0,1,...,n,

2 2 n+12
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Exemplo 2

As proximas figuras mostram f(x) = 1/(1 4+ 25x2) e seu polindmio
interpolador em nés de Chebyshev.
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1.0 — fix)
— p2(x)
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1.0 — fix)
— p3(x)
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1.0 — fix)
—— Pa(x)
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1.0 — fix)
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1.0 1 — fix)
— pe(x)
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1.0 — fix)
— p7(x)
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1.0 — fix)
—— ps(x)
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1.0 — fix)
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1.0 — fx)
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O exemplo anterior mostra que os nés de Chebyshev produzem
melhores polinémios interpoladores.
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O exemplo anterior mostra que os nés de Chebyshev produzem
melhores polinémios interpoladores.

Com efeito, vale o seguinte teorema:

Teorema 3 (Interpolacdo Polinomial com N6s de Chebyshev)

Seja f uma fungdo com derivadas até ordem n+ 1 continuas no
intervalo [xoy, xn]. Se pn € o polinémio que interpola f nos nds de
Chebyshev xq, . . ., Xn, €ntao o erro da interpolagcéo polinomial
satisfaz

(Xn — Xo)"
En(x) < mMn—H;
em que
Mpi1 = max |f")(x)|.
X€E[Xg,Xn]
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Interpolacao por Partes

Em muitas situag6es praticas, porém, ndo temos a liberdade para
escolher os n6s de Chebyshev. Nesse caso, podemos utilizar
interpolacao por partes:

Definigdo 4 (Fungéo Polinomial por Partes)

Dado pontos xg < X1 < ... < Xp, dizemos que I, € uma fungao
polinomial por partes se I, € continua em [xo, X,] € € um polinémio
de grau menor ou igual a m em cada um dos subintervalos
[Xk—1,Xk], parak =1,...,n.
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Exemplo 5

Encontre a fungao polinomial quadratica por partes que interpola a
tabela

x|0 16 1/3 1/2 273 56 1
f[1 3 2 1 0 2 1
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Exemplo 5

Encontre a fungao polinomial quadratica por partes que interpola a
tabela

x|0 16 1/3 1/2 273 56 1
f[1 3 2 1 0 2 1

Resposta: O polinémio interpolador quadratico por partes é

—54x2 +21x+1, 0<x<1/3,
Ma(x) = < —6x + 4, 1/3 <x<2/3,
—54x2 +93x — 38, 2/3<x<1.
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004 — pe(x)

Polinbmio interpolador pg e 0 polindmio interpolador quadratico por
partes .
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-
Interpolacéo Linear por Partes

Dado uma tabela

X|xo x ... X
flyvo v -

o polindmio interpolador linear por partes é dado por

Yi—Y
Yo+ ——(x — Xx0), Xo < x < Xxq,
X1 — Xo
Yk+1 — Yk
Mi(x) = YK+m(X—Xk)a Xk < X < Xk
Yn—Yn-1
Yn-1+ 7()( - Xn—1), Xp—1 < X < Xp.
L Xn — Xn—1
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Exemplo 6

Considere a fungao

f(x) x € [-1,+1],

~ 1+ 25x2

e nos s

Xg = —1 +Ek’ k=0,1,...,n,
igualmente espagados no intervalo [—1, 1]. As proximas figuras
mostram f, seu polinémio interpolador p, e o polinbmio interpolador
linear por partes ;.
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0.0 -

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

n=2.
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0.0 -

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

n=3.
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-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

n=4.
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-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

n=>5.
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-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

n=~6.
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-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

n=7.
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1.00 A

0.75 A

0.50 1

0.25 A

0.00 A
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—0.50 1

—0.75 1

—1.001

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00
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-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

n=29.
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2.0 1
1.5
1.0 1
0.5 A
— f(x)
0.0 A —— p1o(x)
— M(x)

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

n=10.
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No exemplo anterior, os polindmios interpoladores linear por partes
produziram resultados melhores que polinbmios interpoladores.
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No exemplo anterior, os polindmios interpoladores linear por partes
produziram resultados melhores que polinbmios interpoladores.

Com efeito, vale o seguinte teorema:

Teorema 7 (Erro da Interpolagao Linear por Partes)

Considere uma funcdo f com derivada de segunda ordem continua
em [Xo, Xn]. Se yx = f(xx), parak =0,1,...,n, entdo o erro da
interpolacéo linear por partes satisfaz

My H2
8 I

E(x) = f(x) —Ni(x)| < Vx € [Xo, Xn],

em que

M, = f!(x)] e H= Xie — Xpe_1].
> XO?)?;)(J (x)| nax | Xk — Xk_1]

)

Note que Ny — f quando H — 0 se f é suficientemente suave.
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————
Splines Cubicas

De um modo geral, se f é suficientemente suave, entdo o polinémio
interpolador por partes M, — f, mesmo que I, ndo seja suave!
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Splines Cubicas

De um modo geral, se f é suficientemente suave, entdo o polinémio
interpolador por partes M, — f, mesmo que I, ndo seja suave!

Muitas aplicagdes, por exemplo em computacao grafica, requerem
que a aproximacao seja suave, ou seja, possua pelo menos
derivada continua.
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————
Splines Cubicas

De um modo geral, se f é suficientemente suave, entdo o polinémio
interpolador por partes M, — f, mesmo que I, ndo seja suave!

Muitas aplicacbes, por exemplo em computagao grafica, requerem
que a aproximacao seja suave, ou seja, possua pelo menos
derivada continua.

Em vista disso, dados nés xg < x4 < ... < Xp, consideramos
polindmios cubicos por partes S3 com as seguintes propriedades:

e S3 é um polindmio de grau menor ou igual & 3 em cada um dos
subintervalos [xx_1, Xk].

e S3 tem derivadas de primeira e segunda ordem continuas em
[X0, Xn].
Funcdes com essas propriedades sdo chamadas splines cubicas.
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Sendo um caso particular de polinbmios cubicos por partes, uma
spline cubica é da forma

S1(x), Xo < x < xq,

S3(X) = ¢ sk(X), Xk—1 < x < Xg,

Sn(X), Xp—1 <X < Xn,
em que
Sk(X) = ak(x — Xk)3 + bk(X — Xk)2 + Ck(X — Xk) + dk,

€ um polinémio de grau no maximo 3.
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Sendo um caso particular de polinbmios cubicos por partes, uma
spline cubica é da forma

S1(x), Xo < x < xq,

S3(x) = q Sk(x), Xk—1 < X < Xk,

Sn(X), Xp—1 < X < Xp,
em que
Sk(X) = ak(x — Xk)3 + bk(X — Xk)2 + Ck(X — Xk) + dk,

€ um polinémio de grau no maximo 3.

Note que uma spline cubica é determinada por 4n parametros
a, b1 , C1,y d1 , a2, b2’ Co, d27 ..., dn, bna Cn, dn-
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Como S3, S e S5 séo continuas, devemos ter

Sk(Xk) = Sk+1(Xk),  Sk(Xk) = Sk 1(Xk) € sk(xk) = S 1 (X),

paratodo k=1,2,....n—1.
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Como S3, S e S5 séo continuas, devemos ter

Sk(Xk) = Sk+1(Xk),  Sk(Xk) = Sk 1(Xk) € sk(xk) = S 1 (X),

paratodo k=1,2,....n—1.

Num problema de interpolacdo, devemos também ter Sz(xx) = Y«
ou seja,

Si(x0) =Y € sk(xk)=yx, Vk=1,...,n
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Como S3, S e S5 séo continuas, devemos ter

Sk(Xk) = Sk+1(Xk),  Sk(Xk) = Sk 1(Xk) € sk(xk) = S 1 (X),

paratodo k=1,2,....n—1.

Num problema de interpolacdo, devemos também ter Sz(xx) = Y«
ou seja,

Si(x0) =Y € sk(xk)=yx, Vk=1,...,n

Com isso, temos
3(n—1)+(n+1)=4n-2,

equagdes para determinar 4n incégnitas.
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Como S3, S e S5 séo continuas, devemos ter

Sk(Xk) = Sk+1(Xk),  Sk(Xk) = Sk 1(Xk) € sk(xk) = S 1 (X),

paratodo k=1,2,....n—1.

Num problema de interpolacdo, devemos também ter Sz(xx) = Y«
ou seja,

si(X%)=Yo € Sk(xk)=yk, Yk=1,....n

Com isso, temos
3(n—1)+(n+1)=4n-2,

equagdes para determinar 4n incégnitas.

Logo, temos duas condi¢gdes em aberto que podem ser impostas,
por exemplo, de acordo com informagdes fisicas sobre o problema.
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————
Spline Cubica Natural

A spline cubica natural é obtida impondo as condigbes

S3(x) =0 e S5(xy)=0.
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————
Spline Cubica Natural

A spline cubica natural é obtida impondo as condigbes

S3(x) =0 e S5(xy)=0.

Pode-se mostrar que a spline cubica natural € aquela de menor
curvatura.
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————
Spline Cubica Natural

A spline cubica natural é obtida impondo as condigbes

S3(x) =0 e S5(xy)=0.

Pode-se mostrar que a spline cubica natural € aquela de menor
curvatura.

Manipulando as equagdes acima, concluimos que uma spline
cubica natural é obtida resolvendo um sistema linear tridiagonal

Ax =b.

Detalhes sobre a formulacéo do sistema linear estdo no material
complementar dessa aula.
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Exemplo 8
Considere a tabela

x|0 16 1/3 12 2/3 56 1
f[1 3 2 1 0 2 1

A proxima figura mostra o polindbmio interpolador de grau pg, 0
polindbmio interpolador quadratico por partes [N, e spline cubica
natural Ss.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico

46 /58



‘o REN ,/'\\
2.5 A
2.0 A
1.5 4
1.0 1
051~ =3
=== Ma(x)
0.04 === Pslx) 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Polindmio interpolador de grau pg, 0 polindbmio interpolador
quadratico por partes N, e spline cubica natural Ss.
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Exemplo 9

Considere a fungao

f(x) x € [-1,+1],

~ 1+ 25x2’
e noés

2
xk:—1+Ek, k=0,1,...,n,

igualmente espacados no intervalo [—1,1].
As proximas figuras mostram f, seu polinémio interpolador, o
polindmio interpolador linear por partes e a spline cubica natural.
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Consideracgdes Finais

Iniciamos a aula de hoje comentando sobre o fenémeno de Runge e
destacando que nao podemos garantir p,(x) — f(x) para qualquer
X € [Xo, Xn] quando n — oo.
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Iniciamos a aula de hoje comentando sobre o fenémeno de Runge e
destacando que nao podemos garantir p,(x) — f(x) para qualquer
X € [Xo, Xn] quando n — oo.

Apesar dessa observacao, podemos obter melhores polinbmios
interpoladores considerando nés de Chebyshev.

Uma alternativa efetiva para evitar o fenbmeno de Runge é
considerar interpolagao polinomial por partes. Em particular, temos
que MM4(x) — f(x) para qualquer x € [xp, X5] quando n — oo.

Finalmente, as splines cubicas sao fungdes polinomiais por partes
que interpolam suavemente um conjunto de pontos.

[ Muito grato pela atencao! ]
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