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Nas aulas anteriores, vimos o problema de ajuste de curvas pelo
método dos quadrados minimos.
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Nas aulas anteriores, vimos o problema de ajuste de curvas pelo
método dos quadrados minimos.

No caso discreto, vimos como encontrar uma fung¢éo

P(X) = a191(X) + a2gz(x) + ... + angn(X),
que melhor se ajusta a uma tabela

X| X X ... Xm
Yy Yo o Ym
em que g, ..., gn sao fungdes escolhidas a priori.
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Nas aulas anteriores, vimos o problema de ajuste de curvas pelo
método dos quadrados minimos.

No caso discreto, vimos como encontrar uma fung¢éo

P(X) = a191(X) + a2gz(x) + ... + angn(X),
que melhor se ajusta a uma tabela

X| X X ... Xm
Yy Yo o Ym
em que g, ..., gn sao fungdes escolhidas a priori.

O termo “melhor se ajusta” significa que a soma dos quadrados dos
desvios ¢(Xxk) — yx € minima, ou seja,

Sareosan) =3 (0) ~ i)

k=1
€ minimo.
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Problema de Interpolagéo

No problema de interpolacdo, dada uma tabela

X|x ... X
Yy o ¥
com Xq, Xo, . .., Xp distintos, procuramos uma funcao ¢ que interpola

os pontos tabelados, ou seja, impomos

(p(Xk):yk, Vk:1,...,m.
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Os pontos xy, X2, . . . , X, s&0 chamados nos de interpolacao.
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Problema de Interpolagéo

No problema de interpolacdo, dada uma tabela

X|x ... X
Yy o ¥
com Xq, Xo, . .., Xp distintos, procuramos uma funcao ¢ que interpola

os pontos tabelados, ou seja, impomos

(p(Xk):yk, Vk:1,...,m.

Os pontos xy, X2, . . . , X, s&0 chamados nos de interpolacao.

Podemos pensar que
yk:f(Xk), Vk=1,...,m,

em que f é uma fungao complicada ou desconhecida.
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_____________________________________
Interpolagéao Polinomial

Na interpolacao polinomial, a fungao ¢ que procuramos € um
polindmio de grau menor ou igual a n.
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Interpolagéao Polinomial

Na interpolacao polinomial, a fungao ¢ que procuramos € um
polindmio de grau menor ou igual a n.

Dessa forma, dada uma tabela

X X0 X1 ... X
Y[Yo v - n

queremos encontrar um polinémio de grau menor ou igual a n,
denotado por pp, tal que

pn(Xx) = Yk, Vk=0,1,....n.
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-
Forma de Vandermonde

O polinbmio p, pode ser escrito como

pn(X) = o+ a1x + ...+ apx".
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Forma de Vandermonde

O polinbmio p, pode ser escrito como

pn(X) = ag + a1 X + ... + apx”.

Dessa forma, devemos encontrar ag, a4, . .., ap tais que
Pn(Xk) = ap + 1 Xk + ... +anX = yk, Yk=0,1,....n,

que corresponde a um sistema linear com n+ 1 equagdes e n+ 1
incognitas.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 5/26



Na forma matricial, temos

Va =Yy,
em que
2 n
1 X x% x(27
1 x5 x X.
1 1
V= . .
1 X, x2 X/
€ chamada matriz de Vandermonde,
[ Yo
[e3] Yi
a=| e y=|.
K% Yn
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Pode-se mostrar que det(V) # 0 se os pontos xg, X1, . . . , X, forem
distintos.
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Pode-se mostrar que det(V) # 0 se os pontos xg, X1, . . . , X, forem
distintos.

Consequentemente, o sistema Va = y admite uma Unica solugao.
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Pode-se mostrar que det(V) # 0 se os pontos xg, X1, . . . , X, forem
distintos.

Consequentemente, o sistema Va = y admite uma Unica solugao.

Logo, vale o teorema:

Teorema 1 (Existéncia e Unicidade)

Considere pontos (Xo, Yo), (X1, ¥1), - - -, (Xn, ¥n) COM X; # X; para todo
i # j. Nesse caso, existe um unico polinémio interpolador p, de grau
menor ou igual a n tal que pn(xx) = yx paratodo k =0,1,...,n.
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———
Exemplo 2

Use a forma de Vandermonde para encontrar o polinbmio de grau
menor ou igual a 2 que interpola a tabela

x|-1 0 2
y |4 1 -
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———
Exemplo 2

Use a forma de Vandermonde para encontrar o polinbmio de grau
menor ou igual a 2 que interpola a tabela

x|-1 0 2
y |4 1 -

Resposta: Os coeficientes do polinémio
P2(X) = ag + a1 X + apX?,

sao obtidos resolvendo o sistema linear

1 -1 1] [ag 4
1 0 O] || =11
1 2 4] |as —1

Encontramos assim o polinémio

_ 7,202
pg(x)_1—3x+3x.
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Outras Formas de Interpolagéo Polinomial

Apesar da simplicidade, a forma de Vandermonde requer a
resolugdo de um sistema linear (n+ 1) x (n+ 1), em que ndenota o
grau do polindmio interpolador.
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-
Outras Formas de Interpolagéo Polinomial

Apesar da simplicidade, a forma de Vandermonde requer a
resolugdo de um sistema linear (n+ 1) x (n+ 1), em que ndenota o
grau do polindmio interpolador.

Além disso, a matriz de Vandermonde é potencialmente mal
condicionada. Portanto, o polinbmio interpolador obtido pode conter
erros de arredondamento.
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Outras Formas de Interpolagéo Polinomial

Apesar da simplicidade, a forma de Vandermonde requer a
resolugdo de um sistema linear (n+ 1) x (n+ 1), em que ndenota o
grau do polindmio interpolador.

Além disso, a matriz de Vandermonde é potencialmente mal
condicionada. Portanto, o polinbmio interpolador obtido pode conter
erros de arredondamento.

Existem formas alternativas de encontrar o polinémio interpolador
que nao utilizam a matriz de Vandermonde.
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Com efeito, o polinémio interpolador p, pode ser escrito como

Pn(X) = a0go(X) + 191(X) + ... 4+ angn(X),

em que as fungdes base 9o, 91, - . . , gn S80 polindbmios de grau
menor ou igual a n.
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Com efeito, o polinémio interpolador p, pode ser escrito como

Pn(X) = a0go(X) + 191(X) + ... 4+ angn(X),

em que as fungdes base 9o, 91, - . . , gn S80 polindbmios de grau
menor ou igual a n.

O polinémio interpolador é obtido resolvendo o sistema linear
Aa =y emque

go(x0) @1(x0) Ge(X) ... 9n(xo)
_ go(x1) g1(x1) ge(x1) ... gn(x1)
Jo (.Xn) g1 (.Xn) g2 (.Xn) . gn(.Xn)
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Com efeito, o polinémio interpolador p, pode ser escrito como

Pn(X) = a0go(X) + 191(X) + ... 4+ angn(X),

em que as fungdes base 9o, 91, - . . , gn S80 polindbmios de grau
menor ou igual a n.

O polinémio interpolador é obtido resolvendo o sistema linear
Aa =y emque

go(x0) @1(x0) Ge(X) ... 9n(xo)
_ go(x1) g1(x1) ge(x1) ... gn(x1)
Jo (.Xn) g1 (.Xn) g2 (.Xn) . gn(.Xn)

Na forma de Vandermonde, temos os mondmios

G(xX)=1, g(xX)=x, ... gn(x)=x".
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-
Forma de Lagrange

Na forma de Lagrange, as fungbes base, denotadas por
Lo, Ly,...,Lp, sdo tais que a matriz do sistema é a matriz identidade.
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Forma de Lagrange

Na forma de Lagrange, as fungbes base, denotadas por
Lo, Ly,...,Lp, sdo tais que a matriz do sistema é a matriz identidade.

Note que obtemos a matriz identidade impondo

1, =k,
0, caso contrario.

Li(xk) = {
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Forma de Lagrange

Na forma de Lagrange, as fungbes base, denotadas por
Lo, Ly,...,Lp, sdo tais que a matriz do sistema é a matriz identidade.

Note que obtemos a matriz identidade impondo

1, =k,
0, caso contrario.

Li(xk) = {

Agora, essa condigcéo é satisfeita quando
(X —x0)(X — X1) ... (X = Xj_1)(X — Xj11) ... (X — Xn)
(Xi — X%0) (X — X1) -+ (Xi — Xi—1)(Xi — Xiy1) - - - (X; — Xn)

_H X Xk

k;é/

I_,'(X) =
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Usando os polinbmios Lg, Ly, ..., L, como fungdes base,
encontramos o sistema linear

laa=y.
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Usando os polinbmios Lg, Ly, ..., L, como fungdes base,
encontramos o sistema linear

laa=y.

Logo, a forma de Lagrange fornece o polindmio interpolador

Pn(X) = apgo(X) + a1g1(X) + ... + angn(X)
= YoLo(X) + y1La(Xx) + ... + ynLn(x)

=3 YkLw(x).
k=0
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Usando os polinbmios Lg, Ly, ..., L, como fungdes base,
encontramos o sistema linear

laa=y.

Logo, a forma de Lagrange fornece o polindmio interpolador

Pn(X) = apgo(X) + a1g1(X) + ... + angn(X)
= YoLo(X) + y1La(Xx) + ... + ynLn(x)

=3 YkLw(x).
k=0

Note que L; € um polinbmio de grau n com raizes
X07X17"' 7XI'717XI'+17"' 7XI’7'
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————
Exemplo 3

Use a forma de Lagrange para encontrar o polindmio de grau menor
ou igual a 2 que interpola a tabela

X | -1
y| 4

0 2
1T
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————
Exemplo 3

Use a forma de Lagrange para encontrar o polindmio de grau menor
ou igual a 2 que interpola a tabela

x|-1 0 2
y| 4 1 A
Resposta: Primeiramente, temos
C (x=x)(x—x)  x(x—2) x*-—2x
D= e —x) T (D3 3
Li(x) = (x—X)(x—x) _(x+1)(x-2) _ X2+ x+2
T x0)a ) (1(-2) 2
e
C (x=x)x—x1)  (x+1)x  x2+x
2 e e —a) T @@ 6
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Dessa forma,

P2(x) = YoLo(X) + y1L1(x) + y2La(x)

X2 — 2x X2+ x+2 X2+ x
—4 1 1
3 " 7 ()
2, 7
— %2 Ly
3X 3X+,

que é o mesmo polinémio obtido usando a forma de Vandermonde.
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Polinbmio interpolador p, e as fungdes de Lagrange L, L, e L3:

y = f(x)
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Exemplo 4 (Interpolacao Linear)

Use a forma de Lagrange para encontrar o polindmio de grau 1 que
interpola os pontos (xo, o) € (X1, ¥1)-
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Exemplo 4 (Interpolacao Linear)

Use a forma de Lagrange para encontrar o polindmio de grau 1 que

interpola os pontos (xo, o) € (X1, ¥1)-

Resposta: Usando a forma de Lagrange, temos

p1(x) = yoLo(X) + y1L1(x),

em que
X — X4 X — Xo
Lo(x) = e Li(x)= .
o(x) Xo — Xi 1 X1 — Xo
Assim,
X — X X=X _ Yo(X1 —X)+ (X — Xo)¥1
X)= =
p1(x) Yor " x, +y1x1—x0 XX
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Forma de Newton

Apesar da resolugao do sistema linear envolvido na forma de
Lagrange ser direta, o calculo das func¢des base Lo, Ly,...,L, €
computacionalmente custoso.
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Forma de Newton

Apesar da resolugao do sistema linear envolvido na forma de

7

Lagrange ser direta, o calculo das func¢des base Lo, Ly,...,L, €
computacionalmente custoso.

Na forma de Newton, escolhemos fungdes base de modo que o
sistema linear resultante seja triangular inferior.
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Forma de Newton

Apesar da resolugao do sistema linear envolvido na forma de
Lagrange ser direta, o calculo das func¢des base Lo, Ly,...,L, €
computacionalmente custoso.

Na forma de Newton, escolhemos fungdes base de modo que o
sistema linear resultante seja triangular inferior.

Especificamente, escolhemos as funcbes base

NO(X) = 17
Ni(x) = x — Xo,
No(x) = (x — Xo)(X — X1),

Na(x) = (X = X0)(x — X1) ... (X — Xn—1)
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Consequentemente, na forma de Newton, o polindbmio interpolador é

Pn(X) =ag + aq(X — Xo) + aa(X — Xxo)(X — X)) + ...
+ an(X — Xo)(X — X1) ... (X — Xp_1),

em que ag, o, . .., ap S0 a solugéo do sistema linear
Qp Yo
1 (X1 — Xo) (63 »
1T (—X) (X —X)(x2—x1) 2| — |Ve
1 (Xn—X0) (Xn—X)(Xn—X1) ... (Xn—Xo)...(Xn— Xn—1)] Lo Yn
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Consequentemente, na forma de Newton, o polindbmio interpolador é

Pn(X) =ag + aq(X — Xo) + aa(X — Xxo)(X — X)) + ...
+ an(X — Xo)(X — X1) ... (X — Xp_1),

em que ag, o, . .., ap S0 a solugéo do sistema linear
Qp Yo
1 (X1 — Xo) (63 »
1T (—X) (X —X)(x2—x1) 2| — |Ve
1 (Xn—X0) (Xn—X)(Xn—X1) ... (Xn—Xo)...(Xn— Xn—1)] Lo Yn

Os coeficientes «y, . .., an podem ser obtidos usando substituicao
direta.
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-
Operador Diferencas Divididas

Equivalentemente, os coeficientes «y, . .., an podem ser calculados

usando o operador diferencas divididas:

e Ordem 0: f[Xk] = f(Xk) = Yk.

. Ordem 1: e 1, x] = [ = Xkl
Xk — Xk—1

e Ordem 2:

fXk—1, Xk] — f[Xk—2, Xk—
f[Xk—2, Xk—1, Xx] = X1 %] X2 k1L

X — Xk—2
e Ordem n (assumindo k > n):
flxk— oo Xi) = Xk ey Xk
fXk—ns - Xk] = X—nits oo Xkl = FXko, - X1
Xk — Xk—n
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Na prética, podemos construir a seguinte tabela com as diferengas

divididas:
X Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 .. Ordem n
X0 | Yo = f[x]
flxo, x1]
x1 | y1 = fxq] X0, X1, X2]
f[X17X2] f[X07X17X27X3]
X2 | yo = f[xg] flx1, X2, X3]
f[X27 X3] f[X1 , X2, X3, X4] "
X3 | y3 = f[xa] flx2, X3, X4] flxo, X1, - ., Xn]
f[X37 X4] :
X | ya=flx] : fXn—3, Xn—2, Xn—1, Xn]
: X1, Xs]
Xn Yn= f[Xn]

Marcos Eduardo Valle
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Usando o operador diferengas divididas, os coeficientes
g, o, - . ., ap SA0 dados por

ak = f[Xo, X1, ..., X¢], Yk=0,1,...,n.
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Usando o operador diferengas divididas, os coeficientes
g, o, - . ., ap SA0 dados por

ak = f[Xo, X1, ..., X¢], Yk=0,1,...,n.

Portanto, temos

Pn(X) =flxo] + f[Xo, X1](X — Xo) + f[X0, X1, X2] (X — Xo)(X — X1) + ...
+ f[X0, X1, .-, Xn] (X — X0) (X — X1) ... (X — Xp_1),
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Usando o operador diferengas divididas, os coeficientes
g, o, - . ., ap SA0 dados por

ak = f[Xo, X1, ..., X¢], Yk=0,1,...,n.

Portanto, temos

pn(x) =f[xo] + f[Xo, X1](X — Xo0) + f[Xo, X1, X2] (X — Xo)(X — X1) + ...
+ f[X0, X1, .-, Xn] (X — X0) (X — X1) ... (X — Xp_1),

Na pratica, avaliamos o polinémio interpolador p, fornecido pela
forma de Newton usando parénteses encaixados.
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e
Parénteses Encaixados

O polinbmio
pn(X) = + o (X — Xo) + ag(X — Xo)(X — X1) + ...
+ an(X — X0)(X — X1) ... (X — Xp—1),

pode ser avaliado da seguinte forma:
pn(x) =ao + (X = X0) (oq +(x = x1) (a2 +

+(x = Xo)(ag ...+ (x — Xn_1)an))).
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Parénteses Encaixados

O polinbmio
pn(X) = + o (X — Xo) + ag(X — Xo)(X — X1) + ...
+ an(X — X0)(X — X1) ... (X — Xp—1),

pode ser avaliado da seguinte forma:
pn(x) =ao + (X = X0) (oq +(x = x1) (a2 +

+(x = Xo)(ag ...+ (x — Xn_1)an))).

Para o polindmio na forma de Newton, temos
Pa(x) =flxo] + (x — x0) (1Dx0, xa] + (x — x1) (o, X1, el +
(= )0, X1, 3, X6l + -+ (X = X)X, X)) ).
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Exemplo 5

Use a forma de Newton para encontrar o polinémio de grau menor
ou igual a 2 que interpola a tabela

X | -1
y| 4

0 2
T
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———
Exemplo 5

Use a forma de Newton para encontrar o polinémio de grau menor
ou igual a 2 que interpola a tabela

X | -1
y| 4

0 2
T

Resposta: Primeiramente, construimos a tabela com as diferengas
divididas:

X | Ordem0 Ordem1 Ordem 2
-1 4
-3
0 1 2/3
-1
2 -1
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Dessa forma,

2
pg(x):4—3(x+1)+§(x+1)x
2, 7

que é o mesmo polinémio obtido usando a forma de Vandermonde.
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Dessa forma,

2
pg(x):4—3(x+1)+§(x+1)x
2, 7

que é o mesmo polinémio obtido usando a forma de Vandermonde.

Usando a forma dos parénteses encaixados, temos

pg(x):4+(x+1)(—3+§x>.
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, discutimos o problema de interpolacdo que
consiste em determinar uma funcéo ¢ tal que

o(xk) =y, Yk=0,1,....n.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, discutimos o problema de interpolacdo que
consiste em determinar uma funcéo ¢ tal que

o(xk) =y, Yk=0,1,....n.

Apresentamos trés formas para a interpolagcéo polinomial:

1. Forma de Vandermonde — que apesar da simplicidade teérica, é
computacionalmente caro além de ser numericamente instavel.

2. Forma de Lagrange — que é rica do ponto de vista teérico mas
também é computacionalmente cara.

3. Forma de Newton que, em conjunto com os parénteses
encaixados, € o forma computacionalmente mais eficiente para
determinar o polinémio interpolador.

Muito grato pela atengéo!
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