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Aula 20 — Método dos Quadrados Minimos:
Caso Discreto em RN e Caso Continuo.
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Introducao

Na aula anterior, vimos o problema do ajuste de curvas pelo método
dos quadrados minimos para o caso discreto.
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Introducao

Na aula anterior, vimos o problema do ajuste de curvas pelo método
dos quadrados minimos para o caso discreto.

Especificamente, dada uma tabela

X| X X ... Xk
y \ yi Y2 ... Yk
e funcbes bases g4, ...,9u : R — R escolhidas a priori, a fungéao

©(X) = a1g1(X) + a2g2(X) + . .. + apgum(x),

que minimiza a soma dos quadrados dos desvios é obtida
resolvendo o sistema linear Aa = b, em que

K K
aj=>_ gil)gi(x) e bi=> ykgi(x), Vij=1,....,M.
k=1 P
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Caso Discreto em RN

De forma mais geral, dada uma tabela

X1 | X114 X2 ... X1k
Xo | Xo1 X2 ... Xok
XN | XN1 XNz .. XNK
Y | N Yoo ... YK
considere funcdes bases g1,. .., gy : RN — R escolhidas a priori.
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e
Caso Discreto em RN

De forma mais geral, dada uma tabela

X1 | X114 X2 ... X1k
Xo | Xo1 X2 ... Xok
XN | XN1 XNz .. XNK
Y | N Yoo ... YK
considere funcdes bases g1,. .., gy : RN — R escolhidas a priori.

Defina a funcéo ¢ : RN — R pela equacéo
o(X) = a191(X) + a2ga(X) + ... + apygm(X),
para X =[x, Xz,...,Xxy]T € RN,
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Tal como no caso anterior, 0s parametros aq, ..., ay que minimizam
a soma dos quadrados dos desvios

K
J(OZ‘I,OZZ,... Z }/k_@(xk) )
k=1

em que Xx = [Xqk, Xax, - - -, Xnk] T, paratodo k = 1,..., K, é obtida
resolvendo o sistema linear Aa = b, em que

K K
aj =Y gi(Xk)g(Xk) e b= ykGi(xk), Vi j=1,...,M.
k=1 k=
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Tal como no caso anterior, 0s parametros aq, ..., ay que minimizam
a soma dos quadrados dos desvios

K
J(OZ‘I,OZZ,... Z }/k_@(xk) )
k=1

em que Xx = [Xqk, Xax, - - -, Xnk] T, paratodo k = 1,..., K, é obtida
resolvendo o sistema linear Aa = b, em que

K K
aj =Y gi(Xk)g(Xk) e b= ykGi(xk), Vi j=1,...,M.
k=1 k=

Em termos gerais, note que simplesmente substituimos o escalar xx
pelo vetor Xx = [Xik, ..., Xnk] -
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Exemplo

Considere a tabela de pontos
x| - -1 0 +1 +1
y| -1 +1 0 -1 +1
z \ 409 070 1.67 0.15 -2.38

e a funcao
(X, y) = a1 + a2X + agy + aaXy.

Em outras palavras, temos que
(X, y) = a191(X, ¥) + a202(X, ¥) + asgs(X,y) + cuaga(X, y).
em que
gix.y)=1, gxy)=x, gxy)=y e gux.y)=xy,

séo as fungdes base.
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Usando as férmulas anteriores, temos que:
ay = 25291 (Xk, Yi)G1 (X Vi)
= 21_)1(1)+(1)(1)+(1)(1)+(1)(1)+ (1) =5,
ap = 25:91 (Xi: Vi) G2( Xk, Vi)
= I({1_)1(—1) + (M) + M)+ (1)) +(M)(1) =0,
a3 = 25391 (Xi> ¥ie)93( Xk, Yi)
= ??(—1) + (M) + (M) + ()(=1)+ (1)) =0,

ais = 291 (Xk> Y )93(Xk, Y)
k=1

= M)+ M)+ (1)) + ()(=1) +(1)(1) = 0.
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Prosseguindo, obtemos o sistema linear

Aa =b,
em que
500 0 4.23
0400 —7.02
A=10 0 4 0| © P=| 50
000 4 0.86

cuja solugéao é
a1 =085 ax=-175 a3=-148 e a4 =021
Logo, temos a fungéo

o(x,y) = 0.85 — 1.75x — 1.48y + 0.21xy.
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Ajuste de Curvas — Caso Continuo

O problema de ajuste de curvas pelo método dos quadrados
minimos também pode ser aplicado para o caso continuo.

Problema de Ajuste de Curvas — Caso Continuo

Considere uma fungéo f continua em um intervalo [a, b]. Escolhidas
fungdes continuas g1, 9o, - - . , gu, chamadas fungoes base,
desejamos encontrar coeficientes ay, . . ., ap de modo que

(X)) = a1g1(X) + a2g2(x) + ... + apugum(x),

fornega a melhor aproximacéo de f em |[a, b].
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Ajuste de Curvas — Caso Continuo

O problema de ajuste de curvas pelo método dos quadrados
minimos também pode ser aplicado para o caso continuo.

Problema de Ajuste de Curvas — Caso Continuo

Considere uma fungéo f continua em um intervalo [a, b]. Escolhidas
fungdes continuas g1, 9o, - - . , gu, chamadas fungoes base,
desejamos encontrar coeficientes ay, . . ., ap de modo que

©(X) = a191(X) + a2ga(x) + ... + amgm(x),
forneca a melhor aproximagao de f em [a, b].

Observe que no caso continuo ¢ deve aproximar f em [a, b] e nao
num conjunto discreto de pontos xi, Xo, . . ., Xk-.
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Formulacdo Matematica

No problema de quadrados minimos — caso continuo, a notacao
¢ ~ f em [a, b] significa que a area sob a curva do quadrado dos
desvios é minima, ou seja,

b
S, .. am) = / (p(x) — F(x))2dx,

€ minimo.
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Formulacdo Matematica

No problema de quadrados minimos — caso continuo, a notacao
¢ ~ f em [a, b] significa que a area sob a curva do quadrado dos
desvios é minima, ou seja,

b
S, . o) = / (p(x) — F(x))2dx,

€ minimo.

Tal como no caso discreto, devemos encontrar os pontos criticos de
J, ou seja, escolher aq, ..., ay de modo que
od .
?207 VJ:.I,,M
R
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Pela regra da cadeia, a derivada parcial &

aa,‘Z/ 0101(X) + ..+ amgu(x) — 1(x) ) gi(x)ax.
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Pela regra da cadeia, a derivada parcial é

aa,‘2/ 0101(X) + ..+ amgu(x) — 1(x) ) gi(x)ax.

Dessa forma, devemos ter

b
/a (a1g1 (X)+ ...+ amgm(x) — f(x))gj(x)dx =0

ou ainda,

b b b
/a o101 (X)G(X)ox + .. + / amgm(x)gj(x)dx = / F(x)gj(x)dx,

paratodoj=1,... M.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 10/16



_____________________________________
Equagbes Normais

Alternativamente, podemos escrever

b b b
[ a100g0ax o+ -+ [ outogi o o = [ 10m(ax.

b
/ 91(x)g2(x)ax | at + .. / gu(x)g2(x)dx | o / F(x)ga(x

b b
( / g1(x)gM<x)dx>a1+...+< / gM(x)gM(x)dx>aM - / F(X)gu(x)dx

que € um sistema linear com M equacgdes e incégnitas aq, . .., ay.
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_____________________________________
Equagbes Normais

Alternativamente, podemos escrever

b b b
[ a100g0ax o+ -+ [ outogi o o = [ 10m(ax.

b
/ 91(x)g2(x)ax | at + .. / gu(x)g2(x)dx | o / F(x)ga(x

b b
( / g1(x)gM<x)dx>a1+...+< / gM(x)gM(x)dx>aM - / F(X)gu(x)dx

que € um sistema linear com M equacgdes e incégnitas aq, . .., ay.

O sistema linear acima € chamado sistema das equag¢6es normais.
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Em termos matriciais, o sistema das equagdes normais pode ser
escrito como

Aa =b,
em que A = (g;) € RYM o = (a;) e RM e b = (b)) € RM, com

b
aj=(9.9j) = /a 9i(x)gj(x)dx,

b
b; = (f, gi) :/a f(x)gi(x)dx,

paratodoi,j=1,..., M.
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Em termos matriciais, o sistema das equagdes normais pode ser
escrito como
Aa =b,

em que A = (g;) € RYM o = (a;) e RM e b = (b)) € RM, com
b
aj = (9, 9) = / 9i(x)gj(x)ax,
a

b
b; = (f, gi) :/a f(x)gi(x)dx,

paratodoi,j=1,..., M.

Pode-se mostrar que a solugédo das equagdes normais, quando A é
nao-singular, € o minimo global de J(ay, ..., apy).
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Exemplo 1

Encontre a reta que melhor aproxima f(x) = 4x2 em [0, 1].
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Exemplo 1

Encontre a reta que melhor aproxima f(x) = 4x2 em [0, 1].

Resposta: A reta que melhor se aproxima € formulada como o
problema de quadrados minimos ¢ ~ f em que

©(X) = a1X + az = a191(X) + az2g(x),

em que gi(x) = x e go(x) = 1 para todo x € [0, 1].
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Exemplo 1

Encontre a reta que melhor aproxima f(x) = 4x2 em [0, 1].

Resposta: A reta que melhor se aproxima € formulada como o
problema de quadrados minimos ¢ ~ f em que

©(X) = a1X + az = a191(X) + az2g(x),
em que gi(x) = x e go(x) = 1 para todo x € [0, 1].
Portanto,

b
1
ay = (91,91) :/ x2ax = §X3

a

b
1
a2 = (91, 92) _/ xdx = >X

a

2

b
322:<92792>:/ 1dx = X’E):1-

a
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Além disso,
b 4 (' 4
_ _ 49 _ T5| _
by = (.91 = [ axiax= o7 =g
b 4 1
bgz(f,gz>:/ 4x3dx = —x*| =1.
a 4 0

Dessa forma, temos o sistema linear

~—~
A «a b
cuja solugéo é
* _ [18 47T
o =[3 —g]
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Logo, a reta que melhor se aproxima de f(x) = 4x3 em [0,1] é

() =8x-2
=5 T

4

£

3
>

1

O/

-1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, apresentamos duas variagdes do método dos
quadrados minimos:
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, apresentamos duas variagdes do método dos
quadrados minimos:
e Caso discreto em RN — usado para encontrar ¢ : RN — R, com

(X) = ayg4(X) + azg2(X) + ... + amgm(X),
que melhor se ajusta a uma tabela, i.e, o(Xx) ~ yx, k=1,..., K.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, apresentamos duas variagdes do método dos
quadrados minimos:

e Caso discreto em RN — usado para encontrar ¢ : RN — R, com
P(X) = a191(X) + a2g2(X) + . .. + angm(x),

que melhor se ajusta a uma tabela, i.e, o(Xx) ~ yx, k=1,..., K.
e Caso continuo — usado para encontrar uma fungao

o(x) = a191(X) + az2g2(x) + ... + apugm(x),
que melhor se aproxima de uma certa funcao f em [a, b].

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 16/16



-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, apresentamos duas variagdes do método dos
quadrados minimos:
e Caso discreto em RN — usado para encontrar ¢ : RN — R, com
@(X) = a1g1(X) + a2g2(X) + . .. + apgum(X),
que melhor se ajusta a uma tabela, i.e, o(Xx) ~ yx, k=1,..., K.
e Caso continuo — usado para encontrar uma fungao
o(x) = a191(X) + az2g2(x) + ... + apugm(x),
que melhor se aproxima de uma certa funcao f em [a, b].

Em ambos os casos, os coeficientes oy, ..., ay sao obtidos
resolvendo um sistema linear Aa = b.

Muito grato pela atengéo!
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