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Introdução

Na aula anterior, apresentamos o método das diferenças finitas para
resolução de um problema de valor de contorno linear

v ′′(x) = A(x)v ′(x) + B(x)v(x) + C(x),
v(a) = γa,

v(b) = γb.

Na aula de hoje aplicaremos o método das diferenças finitas para
um problema de valor de contorno linear dado por:

v ′′(x) = A(x)v ′(x) + B(x)v(x) + C(x),
v ′(a) = γa,

v(b) = γb,

no qual uma das condições de contorno envolve a derivada de v .
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Aproximações Numéricas

No método das diferenças finitas, primeiro definimos a malha

xk = a + kh, k = 0,1, . . . ,n + 1, com h =
b − a
n + 1

,

que divide o intervalo [a,b] em n + 1 sub-intervalos.

Além disso, consideramos as seguintes aproximações para os
pontos no interior da malha, isto é, para k = 0,1, . . . ,n:

v(xk ) ≈ vk ,

v ′(xk ) ≈
vk+1 − vk−1

2h
, (diferença centrada,O(h2)),

v ′′(xk ) ≈
vk−1 − 2vk + vk+1

h2 , (O(h2)).
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Discretização da Equação Diferencial

Substituindo as aproximações das diferenças finitas na equação
diferencial

v ′′(x) = A(x)v ′(x) + B(x)v(x) + C(x),

encontramos as seguintes equações:
vk−1 − 2vk + vk+1

h2 = Ak

(vk+1 − vk−1

2h

)
+ Bkvk + Ck ,

em que Ak = A(xk ), Bk = B(xk ) e Ck = C(xk ).

Multiplicando a equação acima por −h2 e isolando os termos vk−1,
vk e vk+1, obtemos:

rkvk−1 + pkvk + qkvk+1 = −h2Ck , ∀k = 0,1, . . . ,n, (1)

em que

pk = 2 + Bkh2, qk = −1 +
Akh

2
e rk = −1− Akh

2
. (2)
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Usando a diferença centrada, podemos aproximar a condição de
contorno v ′(a) = v ′(x0) = γa por

v1 − v−1

2h
= γa,

em que v−1 é um ponto adicional artificial.

A condição de contorno resulta na equação:

v−1 = v1 − 2hγa.

Dessa forma, considerando k = 0, obtemos de (1) a equação:

r0v−1 + p0v0 + q0v1 = −h2C0.

Substituindo v−1 por v1 − 2hγa, encontramos:

p0v0 + (q0 + r0)v1 = −h2C0 + 2hγar0.
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Finalmente, a condição de contorno v(b) = v(xn+1) = γb resulta na
equação

vn+1 = γb.

Tomando k = n em (1), obtemos a equação:

rnvn−1 + pnvn + qnvn+1 = −h2Cn.

Equivalentemente, temos

rnvn−1 + pnvn = −h2Cn − qnγb.
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Sistema Linear Tridiagonal

As equações acima podem ser escritas como o seguinte sistema
linear tridiagonal com n + 1 incógnitas:

p0 (r0 + q0)
r1 p1 q1

. . . . . . . . .
rn−1 pn−1 qn−1

rn pn


︸ ︷︷ ︸

A


v0
v1
...

vn−1
vn


︸ ︷︷ ︸

v

=


2hγar0 − h2C0
−h2C2

...
−h2Cn−1

−qnγb − h2Cn


︸ ︷︷ ︸

b

.

Portanto, uma aproximação para a solução de um PVC®
v ′′(x) = A(x)v ′(x) + B(x)v(x) + C(x),
v ′(a) = γ1 e v(b) = γ2.

nos pontos x0, x1, . . . , xn, pode ser obtida resolvendo o sistema
linear Av = b.
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Exemplo 1

Use o método das diferenças finitas para obter uma aproximação do
PVC linear ®

v ′′(x) + 2v ′(x) + v(x) = 2e−x ,

v ′(0) = 0 e v(1) = 1,

para 0 ≤ x ≤ 1, considerando h = 0.2 e h = 0.1.
Compare os resultados obtidos com a solução exata

v(x) =
1
2
(2x2 + (e − 1)x + e − 1)e−x .
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Resolução: Para h = 0.2, as aproximações v0, v1, . . . , v5 da
solução do PVC nos pontos x0, x1, . . . , x5 são obtidas resolvendo o
sistema linear 5× 5 dado por
−1.96 2. 0. 0. 0.

0.8 −1.96 1.2 0. 0.
0. 0.8 −1.96 1.2 0.
0. 0. 0.8 −1.96 1.2
0. 0. 0. 0.8 −1.96




v0
v1
v2
v3
v5

b =


0.08
0.06
0.05
0.04
−1.16

 .

Resolvendo esse sistema encontramo o seguinte gráficos:
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Analogamente, considerando h = 0.1, encontramos o gráfico:
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O erro das aproximações foram:
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Especificamente, temos os erros globais:
• Para h = 0.2, o erro global é:

E{h=0.2} = max
0≤k≤n

|v(xk )− vk | = 1.8× 10−2.

• Para h = 0.1, o erro global é:

E{h=0.1} = max
1≤k≤n

|v(xk )− vk | = 4.4× 10−3.

Note que
E{h=0.2}

E{h=0.1}
= 4.06.
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Considerações Finais

Na aula de hoje revisamos o método das diferenças finitas para
resolver um problema de valor de contorno (PVC).

Especificamente, relembramos as fórmulas para aproximar a
derivada primeira e a derivada segunda.

No caso de um PVC linear, com condição de contorno sobre v , a
aproximação é obtida resolvendo um sistema linear tridiagonal
(usando uma variação da E. de Gauss ou um método iterativo).

Muito grato pela atenção!
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