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-
Introducao

Na aula anterior, apresentamos o método das diferengas finitas para
resolucdo de um problema de valor de contorno linear

V'(x) = A(x)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),
v(a) = va,
v(b) = p.
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Introducao

Na aula anterior, apresentamos o método das diferengas finitas para
resolucdo de um problema de valor de contorno linear

V'(x) = A(x)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),
v(a) = va,
v(b) = p.

Na aula de hoje aplicaremos o método das diferengas finitas para
um problema de valor de contorno linear dado por:

V() = AGOV(x) + BOX)V(x) + C(x),
V/(a) = Ya,
v(b) =,

no qual uma das condi¢des de contorno envolve a derivada de v.
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Aproximagoes Numeéricas

No método das diferencas finitas, primeiro definimos a malha

b—a

Xx=a+kh, k=0,1,....n+1, com h=
n+1

?

que divide o intervalo [a, b] em n+ 1 sub-intervalos.
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_____________________________________
Aproximagoes Numeéricas

No método das diferencas finitas, primeiro definimos a malha

b—a
n+1’

Xx=a+kh, k=0,1,....n+1, com h=

que divide o intervalo [a, b] em n+ 1 sub-intervalos.

Além disso, consideramos as seguintes aproximagdes para 0s

pontos no interior da malha, isto é, para k = 0,1,...,n:
V(Xk) ~ Vk,
V/(X) & %, (diferenca centrada, O(h?)),
Vk_q1 — 2Vk + V|
Vi) & S (O(H?)).
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-
Discretizacdo da Equacéao Diferencial

Substituindo as aproximacgdes das diferencas finitas na equacao
diferencial
v'(x) = A(x)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 4/14



Discretizacdo da Equacéao Diferencial

Substituindo as aproximagoes das diferengas finitas na equagao
diferencial

v'(x) = A(x)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),
encontramos as seguintes equacoes:

Vk—1 — 2Vk + Vkp1 (Vk+1 — Vk—1>
h2 = Ak — op + Byvi + Cx,

em que Ak = A(Xk), B, = B(Xk) e Ck = C(Xk).
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Discretizacdo da Equacéao Diferencial

Substituindo as aproximagoes das diferengas finitas na equagao
diferencial
v'(x) = A(x)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),
encontramos as seguintes equacoes:
Vk—1 — 2Vk + Vkp1 2 (Vk+1 — Vk—1
2 — K 2h
em que Ak = A(Xk), B, = B(Xk) e Ck = C(Xk).

) + Bk vk + Ck,

Multiplicando a equagéo acima por —h? e isolando os termos v_1,
Vk € Vki1, Obtemos:

MkVk—1 + PV + QkVirr = —HPCx, Yk =0,1,...,n, (1)

em que
Axh Ach

Pk =2+ Byl G=-1+—5 e n=-"1-—- (2
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Usando a diferenca centrada, podemos aproximar a condicao de
contorno v/(a) = v/(xp) = ~a por

Vi — V4
2h = Ya,
em que v_; € um ponto adicional artificial.
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Usando a diferenca centrada, podemos aproximar a condicao de
contorno v/(a) = v/(xp) = ~a por

Vi — V4
2h = Ya,
em que v_; € um ponto adicional artificial.

A condigao de contorno resulta na equagao:

V1=V — 2h’ya.
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Usando a diferenca centrada, podemos aproximar a condicao de
contorno v/(a) = v/(xp) = ~a por

Vi — V4
2h = Ya,
em que v_; € um ponto adicional artificial.

A condigao de contorno resulta na equagao:

V1=V — 2h’ya.

Dessa forma, considerando k = 0, obtemos de (1) a equagao:

RV_1+ PoVo + QoVi = —hZCO.
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Usando a diferenca centrada, podemos aproximar a condicao de
contorno v/(a) = v/(xp) = ~a por

Vi — V4
2h = Ya,
em que v_; € um ponto adicional artificial.

A condigao de contorno resulta na equagao:

V1=V — 2h’ya.

Dessa forma, considerando k = 0, obtemos de (1) a equagao:

RV_1+ PoVo + QoVi = —hZCO.

Substituindo v_; por v4 — 2hv,, encontramos:
povo + (o + fo)vi = —h?Co + 2hvyarp.
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Finalmente, a condig&o de contorno v(b) = v(x,.1) = ~p resulta na
equacao
V1 = Yb-
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Finalmente, a condig&o de contorno v(b) = v(x,.1) = ~p resulta na
equacao
V1 = Yb-

Tomando k = nem (1), obtemos a equacao:

'mVn—1 + PnVn + QnVni1 = —h2Cy.
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Finalmente, a condig&o de contorno v(b) = v(x,.1) = ~p resulta na
equacao
V1 = Yb-

Tomando k = nem (1), obtemos a equacao:

'mVn—1 + PnVn + QnVni1 = —h2Cy.

Equivalentemente, temos

'mVn—1 + PnVn = —hzcn — Qn"b-
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————
Sistema Linear Tridiagonal

As equagdes acima podem ser escritas como o0 seguinte sistema
linear tridiagonal com n + 1 incégnitas:

Po (fo+ Qo) Vo 2hyaly — h?Cy
r pP1 a1 vy -Gy
'n—1 Pn-1 Qgn-1 Vn—1 —h?Cy_
I'n Pn Vn —QnYp — h? Cn
~~ ~—— ~
A v b
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————
Sistema Linear Tridiagonal

As equagdes acima podem ser escritas como o0 seguinte sistema
linear tridiagonal com n + 1 incégnitas:

Po (fo+ Qo) Vo 2hyaly — h?Cy
r pP1 a1 vy -Gy
'n—1 Pn-1 Qgn-1 Vn—1 —h?Cy_
I'n Pn Vn —QnYp — h? Cn
~~ ~—— ~
A v b

Portanto, uma aproximacao para a solugao de um PVC
{v”(x) = A(X)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),
vi(a)=v e v(b)=1e.

nos pontos xg, X1, . . ., Xp, pode ser obtida resolvendo o sistema

linear Av = b.
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Exemplo 1

Use o método das diferencas finitas para obter uma aproximacgao do

PVC linear
{v”(x) +2V/(x) + v(x) = 2e7%,
vVi(0)=0 e v(1)=1,

para 0 < x < 1, considerando h=0.2e h=0.1.
Compare os resultados obtidos com a solugao exata

v(x) = %(2x2 +(e—1)x+e—1)e ™
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Resolucao: Para h = 0.2, as aproximagdes vy, Vi, ..., Vs da
solugao do PVC nos pontos xp, X1, . . . , X5 sa0 obtidas resolvendo o
sistema linear 5 x 5 dado por
—1.96 2. 0. 0. 0. Vo 0.08

08 —-196 1.2 0. 0. 7 0.06

0. 08 —-196 1.2 0. vo| b= | 0.05

0. 0. 08 -196 1.2 V3 0.04

0. 0. 0. 08 —-196] |vs —-1.16

Resolvendo esse sistema encontramo o seguinte graficos:
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Solucado Analitica e Numérica (h=0.2)
1.007 + nés

—— aproximacao
—— analitica

0.98 1

0.96 -

0.94 -

0.92 1

0.90 1

0.88 1

0.86 -

0.84 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Analogamente, considerando h = 0.1, encontramos o grafico:

Solucao Analitica e Numérica (h=0.1)

1.001 —— aproximacéo
—— analitica

0.98 1
0.96 1
0.94
0.92 1

0.90 1

0.88 1

0.86 1
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O erro das aproximagodes foram:

Erro das aproximacdes numéricas

0.0175 1 —— Erro (h=0.2)
—— Erro (h=0.1)
0.0150 1
0.0125 1
0.0100 1
0.0075

0.0050 1

0.0025 1

0.0000 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Especificamente, temos os erros globais:
e Para h= 0.2, o erro global é:

Eihooy = — V| =1.8x 1072
(h=0.2} o?/?%(n‘v(xk) Vk| X

e Para h= 0.1, o erro global é:
Eth=0.1y = 1’;‘,fgn|V(Xk) — V| = 4.4 x 107,

Note que
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje revisamos o método das diferencas finitas para
resolver um problema de valor de contorno (PVC).
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje revisamos o método das diferencas finitas para
resolver um problema de valor de contorno (PVC).

Especificamente, relembramos as formulas para aproximar a
derivada primeira e a derivada segunda.
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje revisamos o método das diferencas finitas para
resolver um problema de valor de contorno (PVC).

Especificamente, relembramos as formulas para aproximar a
derivada primeira e a derivada segunda.

No caso de um PVC linear, com condicao de contorno sobre v, a
aproximacao é obtida resolvendo um sistema linear tridiagonal
(usando uma variacao da E. de Gauss ou um método iterativo).

Muito grato pela atengéo!
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