MS211 - Calculo Numeérico

Aula 17 — Problemas de Valor de Contorno.

Marcos Eduardo Valle
Matematica Aplicada

" IMECC - Unicamp
¢.\v GIEe

UNICAMP

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 1/20



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

Introducao

Na aula anterior, discutimos métodos numéricos para sistemas de
equacoes diferenciais e equacdes de ordem superior, ambos com
condicao de valor inicial.
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Introducao

Na aula anterior, discutimos métodos numéricos para sistemas de
equacoes diferenciais e equacdes de ordem superior, ambos com
condicao de valor inicial.

Em particular, um problema de valor inicial

V' = f(Xa v, V,)a V(XO) =7 € V,(XO) =72,
pode ser escrito como o sistema
i =Ye, yi(x%) =,
Yo =10y, ye), Ye(X) =12,

e resolvido usando um método de Runge-Kutta, por exemplo.
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Introducao

Na aula anterior, discutimos métodos numéricos para sistemas de
equacoes diferenciais e equacdes de ordem superior, ambos com
condicao de valor inicial.

Em particular, um problema de valor inicial
vVi=1f(x,v,v),  vix)=m e Vi(x)=1e,
pode ser escrito como o sistema
{Y{ = Y2, (%) =,
Yo =10y, ye), Ye(X) =12,
e resolvido usando um método de Runge-Kutta, por exemplo.

Muitos problemas, porém, sdo descritos por uma equacao
diferencial de segunda ordem com condi¢des em mais de um ponto.

Estes sdao os chamados problemas de valor de contorno.
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Problema de Valor de Contorno

A forma mais geral de um problema de valor de contorno (PVC) é

V(%) = F(x, V(x), V()),
aqv(a) + Brv'(a) = 1,
apVv(b) + B2V (b) = 72,

em que o, ag, 81, B2 SA0 constantes reais conhecidas tais que «o; e
B; ndo se anulam simultaneamente, parai=1,2.
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V'(x) = f(x, v(x),V'(x)),
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Assumimos que x pertence ao intervalo [a, b].
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Problema de Valor de Contorno

A forma mais geral de um problema de valor de contorno (PVC) é
V'(x) = f(x, v(x),V'(x)),
aqv(a) + pv'(a) = 1,
apV(b) + B2V'(b) = 12,

em que o, ag, 81, B2 SA0 constantes reais conhecidas tais que «o; e
B; ndo se anulam simultaneamente, parai=1,2.

Assumimos que x pertence ao intervalo [a, b].

Assumiremos que um PVC possui uma unica solu¢ao com
derivadas continuas.

Iremos aproximar a solugéo do PVC usando o método das

diferencas finitas.
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e
Problema de Valor de Contorno Linear

Um PVC é dito linear se f é linear em v(x) e v/(x).
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e
Problema de Valor de Contorno Linear

Um PVC é dito linear se f é linear em v(x) e v/(x).

A forma mais geral de um PVC linear é

v'(x) = A(x)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),
aqv(a) + piv'(a) = n,
azVv(b) + B2v'(b) = 7.

em que A, B e C sao fungdes de x.
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Problema de Valor de Contorno Linear

Um PVC é dito linear se f é linear em v(x) e v/(x).

A forma mais geral de um PVC linear é

v'(x) = A(x)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),
aqv(a) + piv'(a) = n,
azVv(b) + B2v'(b) = 7.

em que A, B e C sao fungdes de x.

Nesse curso, discutiremos apenas PVCs lineares, que sao
relativamente mais faceis.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 4/20



-
Discretizacdo do PVC

Primeiramente, dividimos o intervalo [a, b] em n+ 1 subintervalos de
tamanho h, ou seja, definimos

b—a

n+1’

Xx=a+kh, k=0,1,....nnn+1, com h=
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tamanho h, ou seja, definimos

b-—a
Xx=a+kh, k=0,1,....nnn+1, com h= .
n+1

Os pontos xg, X1, - - ., Xn, Xn1, Chamados malha, representam uma

discretizacdo do intervalo [a, b].
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-
Discretizacdo do PVC

Primeiramente, dividimos o intervalo [a, b] em n+ 1 subintervalos de
tamanho h, ou seja, definimos

b-—a
Xx=a+kh, k=0,1,....nnn+1, com h= .
n+1

Os pontos xg, X1, - - ., Xn, Xn1, Chamados malha, representam uma

discretizacdo do intervalo [a, b].

Note que xp = a e x,,.1 = b sdo os pontos de contorno.

Os pontos xi, Xo, . . ., X, €stédo no interior da malha.
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Aproximagéao para v’

Diferenga Centrada:

A derivada de v num ponto xx no interior da malha pode ser
aproximada por:

v(xk + h) — v(xx — h).

, ~
V(XK)N 2h

A diferencga centrada possui erro local O(h?).
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Aproximacgéo para v/

Diferenga Centrada:

A derivada de v num ponto xx no interior da malha pode ser
aproximada por:

v(xk + h) — v(xx — h).

, ~
Vi(xk) = 5h

A diferencga centrada possui erro local O(h?).

A derivada de v em x, também pode ser aproximada por:
V(xk + h) — v(X)
A .
V(Xk) — v(xk — h)
h )
As diferengas avangada e atradasa possuem erro local O(h).
Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 6/20

« Diferenca Avancada: v/(xx) ~

* Diferenca Atrasada: v'(xx) ~




Erro da Aproximacgao pela Diferenga Centrada

Pela série de Taylor, temos que

v(xk + h) = v(xx) + hv/(xg) + 1v”(xk)h2 + 1v”'(yk)h3,

2 6
© 1 1
V(xk — h) = v(xx) — hv/(xk) + EV”(XK)hZ - éV/”(Vk)h37

em que uk € (Xk, Xk + h) e vk € (Xx — h, Xx).
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Erro da Aproximacgao pela Diferenga Centrada

Pela série de Taylor, temos que

v(xk + h) = v(xx) + hv/(xg) + %v”(xk)h2 + %v’”(uk)h3,

V(3 — h) = V() — WV (x) + 2V (I — SV (P,

em que uk € (Xk, Xk + h) e vk € (Xx — h, Xx).

Subtraindo a segunda equacao da primeira, encontramos

v(xk + h) — v(xx — h) = 2V/(xk)h + %(v”’(uk) + v’”(uk)> he.
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Logo, o erro local ao usar a diferenga centrada é

ooy V(X +h) = v(xe — h)
_ 1 1" " 2 M
= 75 (V) + V")) 1] < 1P,
em que M > 0 é tal que |v"'(x)| < M paratodo a < x < b.
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Logo, o erro local ao usar a diferenga centrada é

ooy V(X +h) = v(xe — h)
_ 1 " " 2 M
= 75 (V) + V")) 1] < 1P,
em que M > 0 é tal que |v"'(x)| < M paratodo a < x < b.

Concluindo, o erro local da diferenga centrada é O(h?).
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Aproximacao para v”

Aproximagéao para a Segunda Derivada:

A segunda derivada de v hum ponto x, no interior da malha pode
ser aproximada por:

v(xk — h) — 2v(xk) + v(xx + h)
h? '

V//(Xk) ~

O erro local da aproximagao para a segunda derivada é O(H?).
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-
Erro da Aproximagéo para a Segunda Derivada

Seja x,x um ponto no interior da malha.
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Erro da Aproximagéo para a Segunda Derivada

Seja x,x um ponto no interior da malha.

Sabemos, pela série de Taylor, que

/ 1" h? " h® (iv) h*

V(X + h) = v(Xic) + VI(x)h + vI(x) 5 + v ) 5+ VI () 4
e

/ 7 h? 1 h® (iv) h*

v(xk — h) = v(xx) — V(xk)h+ v (xk)E -V (XK)E +v (Vk)ﬂ

em que uk € (Xk, Xk + h) e v € (X — h, Xk).
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Erro da Aproximagéo para a Segunda Derivada

Seja x,x um ponto no interior da malha.

Sabemos, pela série de Taylor, que

/ 1" h? " h® (iv) h*

V(X + h) = v(Xic) + VI(x)h + vI(x) 5 + v ) 5+ VI () 4
e

/ 7 h? 1 h® (iv) h*

v(xk — h) = v(xx) — V(xk)h+ v (xk)E -V (XK)E +v (Vk)ﬂ

em que uk € (Xk, Xk + h) e v € (X — h, Xk).

Somando as duas equagdes, encontramos
4

V(X + h) + v(xk — h) = 2v(x¢) + V" (xx) P + (v("/)(uk) + v<"V>(Vk)) %.
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Logo, o erro local dessa aproximacao para a segunda derivada de v
em xy é

E=|v"(xk) - h2

v(xk + h) —2v(xk) + v(xk — h) ‘

; ; h? M
= (V™) + V() ) 7| < 1517

em que M > 0 é tal que |v(V)(x)| < M paratodo a < x < b.
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_____________________________________
Aproximagéo de um PVC Linear

Vamos iniciar considerando o PVC linear:

v(x) = A(x)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),
v(a) =1,
v(b) = 2.

que é obtido considerando oy = as =1¢€ 31 = 2 = 0.
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_____________________________________
Aproximagéo de um PVC Linear

Vamos iniciar considerando o PVC linear:

v'(x) = A(X)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),
v(a) =1,
v(b) = 2.

que é obtido considerando oy = as =1¢€ 31 = 2 = 0.

Substituindo v’ pela diferenga centrada e usando a aproximagao da
pagina anterior para v”, obtemos

% (V(XK—H) —2v(Xk) + v(Xk_1 ))

= %A(Xk)(V(Xk +h) — v(x, — h)) + B(xx)v(xk) + C(xx),

paratodo k =1,2,...,n.
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Escrevendo Vg = V(Xk), Ak = A(Xk), Bk = B(Xk) e Ck = C(Xk),
encontramos
1

A
ﬁ(vk—H — 2k + V1) = ?;(VK—H — Vk—1) + Bk + Cx,
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_____________________________________
Escrevendo Vk = V(Xk), Ak = A(Xk), Bk = B(Xk) e Ck = C(Xk),
encontramos

1

A
ﬁ(vk—H — 2k + V1) = ?;(VK—H — Vk—1) + Bk + Cx,

Multiplicando por A? e agrupando os termos com Vi_+, Vk € Vk+1 NO
lado esquerdo da equagéo, encontramos

MkVk—1 + PkVk + QkVip1 = —hPCk, Yk =1,...,n,
em que
Aih Axh
px = 2+ Bxh?, Qk:—1+% e fk:—1—%-

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 13/20



Escrevendo Vk = V(Xk), Ak = A(Xk), Bk = B(Xk) e Ck = C(Xk),
encontramos
1

A
ﬁ(vk—H — 2k + V1) = ?;(VK—H — Vk—1) + Bk + Cx,

Multiplicando por A? e agrupando os termos com Vi_+, Vk € Vk+1 NO
lado esquerdo da equagéo, encontramos

MkVk—1 + PkVk + QkVip1 = —hPCk, Yk =1,...,n,
em que
Aih Axh
px = 2+ Bxh?, Qk:—1+% e fk:—1—%-

Além disso, as condicdes de contorno fornecem

W=7 € Vpi1=12.
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As equacdes acima podem ser escritas como o seguinte sistema
linear tridiagonal

pP1 G 2 —ry — PGy
rn p2 Q2 Vo —h2Cs
fn—1 Pn-1 Qn-1 Vn—1 —hCp_y
I'n Pn Vn —Qqn7Y2 — h2C,
~~ S—— ~~
A v b
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As equacdes acima podem ser escritas como o seguinte sistema
linear tridiagonal

pP1 G 2 —ry — PGy
rn p2 Q2 Vo —h2Cs
fn—1 Pn-1 Qn-1 Vn—1 —hCp_y
I'n Pn Vn —Qqn7Y2 — h2C,
~~ S—— ~~
A v b

Concluindo, uma aproximacao para a solucao de um PVC
v'(x) = A(xX)V'(x) + B(x)v(x) + C(x),

v(a) =,

v(b) = 2.
nos pontos x1, ..., X, do interior da malha, pode ser obtida
resolvendo um sistema linear Av = b, em que a matriz A é

tridiagonal.
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Example 1

Use o método das diferencas finitas para obter uma aproximacgéo do

PVC linear
{v”(x) + 2V/(x) + v(x) = x,
v(0)=0 e v(1)=-1,

para 0 < x < 1, considerando h= 0.1 e h = 0.05.
Compare os resultados obtidos com a solugao exata

v(x)=2e7*(1 — x) + x — 2.
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Resolucao: A solucao do PVC é obtida resolvendo o sistema linear
tridiagonal Av = b, em que

2—-h —-1-h
1+h 2-R —1-h
A= N 5
1+h 2-R —1-h
—1+h 2-Hh
e s
—2h®
b=
—(n—1)hn
—1—h—nh®

Resolvendo esse sistema encontramos o seguintes graficos:
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Grafico da solucao (aproximada e exata):

0

- h=0.1
_ h=0.05
Sol. Exata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Grafico do erro global (aproximacao x solucao exata):

0.0014

0.0012
0.001

0.0008 //
0.0006 //

0.0004

0.0002

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Especificamente, temos os erros globais:
e Para h= 0.1, o erro global é:

Eipg = — V| = 1.2946 x 1073,
(h=0.1} 12/?§n‘v(xk) Vk| X

e Para h = 0.05, o erro global é:

E(n—o.05; = max |v(xq) — Vx| = 3.2278 x 107%.

1<k<n

Lembre-se que o método considerado utiliza apenas diferencas
divididas O(h?). Logo, dividindo h por 2, espera-se que 0 erro seja
reduzido por 1/4. Com efeito,

E{h—o.1y

=4.0107.
E{h—0.05)
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos o método das diferencgas finitas para
resolver um problema de valor de contorno (PVC).
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos o método das diferencgas finitas para
resolver um problema de valor de contorno (PVC).

Especificamente, apresentamos as férmulas para aproximar
primeira e segunda derivadas, bem como a ordem do erro das
aproximacoes.

O erro global da aproximacao para a solucao do PVC é da ordem
do erro das diferengas divididas.

No caso de um PVC linear, com condicao de contorno sobre v, a
aproximacao é obtida resolvendo um sistema linear tridiagonal
(usando uma variagao da E. de Gauss ou um método iterativo).

Muito grato pela atengéo!
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