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Na aula anterior, apresentamos os métodos de Runge-Kutta para
resolugdo de um PVI da forma:

{y’ = f(t, ),
y(b) = Yo
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Na aula anterior, apresentamos os métodos de Runge-Kutta para
resolugdo de um PVI da forma:

{y’ = f(t, ),
y(b) = Yo

Em termos gerais, um método de Runge-Kutta define

Yi+1 = Yk + ho(te, yk),Vk =0,1,.. .,

em que ¢ € uma funcao de t e y que depende indiretamente de f e
do tamanho do passo h.
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Na aula anterior, apresentamos os métodos de Runge-Kutta para
resolugdo de um PVI da forma:

{y’ = f(t, ),
y(b) = Yo

Em termos gerais, um método de Runge-Kutta define

Yk+1 = Yk + ho(te, yk), Yk =0,1,...,

em que ¢ € uma funcao de t e y que depende indiretamente de f e
do tamanho do passo h.

Na aula de hoje, veremos como os métodos de Runge-Kutta podem
ser aplicados também para a resolu¢cdo numérica de sistemas de
equacoles diferenciais e equacdes de ordem superior, ambos com
valores iniciais.
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-
Sistemas de Equacdes Diferenciais

Um sistema de equacdes diferenciais com valor inicial

,V1, :f1(t7}’17}’27--~7Yn)7 y1(t0) :}’1,07
Yo =Hh(t,y1,Y2,.--,¥n), Yo(to) = Y20.
.y;) = fn(tay17y27"'7yn)a }/n(To) :yn,Oa

pode ser escrito de forma mais compacta como

y/ = f(tv y)7 Y(tO) =Yo,
emque t € Rey(t), f(t,y) e yo sdo vetores em R" escritos como

y1(t) fi(t,y) 1.0

t b(t,
y(t) = yzf) , f(ty) = 2(:y) Yo = yz:’o
yn(t) (1Y) Yno
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e
Métodos de Euler

O método de Euler para sistemas de equages diferenciais é

Y1 =Yk + hf(t,yx), VYk=0,1,...,
em que Yy4,Yo, ... sS40 aproximagodes para y(t;),y(t), . . ..

Exemplo 1

Use o método de Euler para obter uma aproximagao numérica da
solucao do sistema de equagdes diferenciais

y' =z y(0) =1
Z =y+é z(0) =0

para t € [0,0.2] usando h=0.1.
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Resolucgao: A férmula do método de Euler fornece

YK+1} _ [Yk} [ Z }
{Zk—H Zy +h yk—i—etk :

Para k = 0, temos

Pz/ﬂ - Pz/ﬂ h {yoioe’o} - m 01 [1 31} - {01.2} ‘

Para k = 1, temos

vo] _ [n 4 _1] {0.2}_{1.02}
[ZJ - u +h{y1+e’1} - [0.2 0114 e02] = |0.4105) -

Portanto, encontramos as aproximagoes

y(02) ~1.02 e z(0.2)~ 0.4105.
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Método de Heun ou Método de Euler Aperfeicoado

De um modo similar, o método de Heun para sistemas de equagdes
diferenciais com valor inicial &

h
yk+1:yk+§(k1+k2), VK:O,1,...,

em que
ki =f(tk,yxk) e ko ="F(tk + h yx+ hky).

Exemplo 2

Use o método de Heun para obter uma aproximagao numérica da
solucdo do sistema de equagdes diferenciais

y' =z y(0) =1
Z —y+el 2(0) =0

para t € [0,0.2] usando h=0.1.
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Resolucgao: Para k = 0, o método de Heun fornece:

o=t(o 8=, 2=l ol -[2

ke =1 (4 [}Z’ﬂ ) EUCETANEIH)
:f<0'1’ {01.2D N [1 2204} N {2.(1)6252} '

Logo,

A=l gk = (g 5 (B + [ foeel)

B [1 .01000}
~ |0.20526
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-
Para k = 1, o método de Heun fornece:

K _f<t [y1]) B { z } B [ 0.20526 } B [0.20526}
VI )] T 4 ett] T 101462 T [ 21152
e
ko :f(ﬁ +h, P’q +hk1>
1.01000 0.20526
*f<°‘1 +h, [0.20526} +"[2'.1152D
_f<0 5 {1.03053}) B { 0.41678 } B [0.41678}
- = 10.41678) /) — [1.03053 + 92| ~ [ 2.2519 |-
Logo,

AR R

_ {1.01000} 0.1 ([0.20526] 4 [0.41678D _ {1 .04110}

0.20526] ' 2 \l[2.1152 2.2519 0.42362
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-
Método de Runge-Kutta de Ordem 4

Finalmente, 0 método de Runge-Kutta de ordens 4 para sistemas de
equacodes diferenciais & descrito por:

h
Vi1 = Vi + & (k1 + 2k + 2ks + K4) ,
em que

ki = 1(tk, Yi),

ko = f(tx + h/2, ¥k + ki h/2),
ks = f(tx + h/2,yx + kah/2),
ks =1(tk + h,yk + ksh).
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Exemplo 3

Use o método de Runge-Kutta de ordem 4 para obter uma
aproximacao numerica de

y’ =z, y(O) =1
7 —y+e  20) =0

para t € [0,0.2] usando h=0.1.
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Resolucao: Para k = 0, temos

Yo 0}
=1 (n.| J) M

f<t N [ } h) B [0.1000}

0T 5 |z ki3) = 20513

B Yo h) B [0.1026}
_f<t°+ [z} Ke5 ) = |2.0563) "

Yo B 0.2056}

f<t°+ [ }H‘Sh) = [2.1154 :

Logo,

h 1.0102

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 11/26



Para k = 1, temos

o=t (0 (1)) = [ 55)
e =t(t+ 5 1] +103) = |2 e
ko=t (t+ 2. [ 2] ks ) = [3%ma)
o=t 1] o) <[22
Logo,
Yo =VYi+ g(k1 + 2Ky + 2Kg + ky) = nglﬂ :
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Modelo Presa-Predador

Considere duas espécies que interagem como presa-predador. Por
exemplo, lobos e coelhos.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 13/26



Modelo Presa-Predador

Considere duas espécies que interagem como presa-predador. Por
exemplo, lobos e coelhos.

Denote por p(t) e g(t) a quantidade (e.g. densidade populacional)
de presas e predadores no instante t.
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Modelo Presa-Predador

Considere duas espécies que interagem como presa-predador. Por
exemplo, lobos e coelhos.

Denote por p(t) e g(t) a quantidade (e.g. densidade populacional)
de presas e predadores no instante t.

A dindmica populacional das duas espécies pode ser descrita pelo
sistema de equacgdes diferenciais, chamado equagdes de
Lotka-Volterra:
{p’ =ap — bpg,
q' = —cq + dpg,

em que a, b, ¢ e d sdo constantes positivas.
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Considere
a=025 b=001, ¢c=1.00 e d=0.01,
e a condicdo inicial

po=80 e qgg=30.
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Considere
a=025 b=001, ¢c=1.00 e d=0.01,
e a condicdo inicial

po=80 e qgg=30.

Equivalentemente, temos

p = 0.25p — 0.01pq, p(ty) =80,
g = —1.00q + 0.01pq, q(t) = 30.
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-
Considere
a=025 b=001, ¢c=1.00 e d=0.01,
e a condicdo inicial

po=80 e qgg=30.

Equivalentemente, temos

p = 0.25p — 0.01pq, p(ty) =80,
g = —1.00q + 0.01pq, q(t) = 30.

Nesse caso, encontramos as seguintes aproximag¢des usando 0s
métodos de Euler, Heun e Runge-Kutta de ordem 4.
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Método de Euler
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Método de Heun
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Método de Runge-Kutta ordem 4
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Equacdes Diferenciais de Ordem Superior

Uma equacéo diferencial de ordem m
um = g(t,u,u " UMY,

pode ser escrita como um sistema com m equacdes diferenciais de
primeira ordem

y = f(ty),
tomando
yi(t) = u(t), ya(t) =U(t), ..., ym(t)=ul".
Especificamente, temos
y‘1 = Yo,

.yé = Y3,

.yll'n :g(t»}’h}/za---a}’m)-

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 18/26



Exemplo 4

Escreva o problema de valor inicial

u' —u=el,
{U(O) =1 e ((0)=0,

como um sistema de equagdes diferenciais com valor de inicial.
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Exemplo 4

Escreva o problema de valor inicial

U —u=é,
u0)=1 e (0)=0,
como um sistema de equagdes diferenciais com valor de inicial.

Resposta: Tomando y = ue z = U/, podemos escrever o
problema de valor inicial como

y' =z y(0) =1
Z =y+é, z(0) =0,

que é o sistema discutido em exemplos da aula anterior.
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Movimento de Dois Corpos

O problema de dois corpos sob atragao gravitacional mutual € um
problema importante da mecénica classica. Formalmente,
considere um corpo de massa m orbitando um corpo maior de
massa M, tal como a terra e o sol, respectivamente. Pela lei do
movimento de Newton, a trajetéria (x(t), y(t)) do corpo menor é
descrita pelo sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem

X' = —GMZ

Yy
3 © y”:—GMr—S,

em que G é a constante gravitacional e r = \/x2 + y?2 é a distancia
entre os centros de massa dos dois corpos. Admitindo unidades tais
que GM = 1 e considerando as condi¢des iniciais

X0 =1-e X(0)=0, y0)=0 e y(0)=1/1

em que e denota a ecentricidade da 6rbita eliptica.
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Exemplo 5

Usando métodos de Runge-Kutta de ordem 1, 2 e 4, encontre
aproximagoes para a 6rbita do corpo menor considerando e = 0,
e=05ee=009.
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Exemplo 5

Usando métodos de Runge-Kutta de ordem 1, 2 e 4, encontre
aproximagoes para a 6rbita do corpo menor considerando e = 0,
e=05ee=009.

Resposta: Primeiro, devemos escrever o sistema de equacgdes de
segunda ordem como um sistema de primeira ordem. Tomando

vi=t yo=x, 3=y e ya=Yy,

obtemos o sistema

.y1, =)o, (1)
Vs =—y1/(y2 + y2)%2, (2)
y\',S = }’4> (3)
Vi =—ya/ (Y2 + y2)%/2. (4)
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Equivalentemente, temos:

Y2
— 2 | ,2)3/2
y =f(t,y) emaque f(t,y)= /(v +y5)
4
—y3/(y2 + y5)¥/2

Finalmente, as condigbes iniciais sdo dadas pela equagao:

Yo=[1-¢0,0, 1ﬁ]T

1—e
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Considerando e = 0, o intervalo [0,20] e h = 0.04 encontramos as
seguintes aproximacgdes para a orbita:

1.5
—T
/ e er
1 B — [
e —Heun
y
0.5 e H
/ / Runge\Kutta 4
0 i
a ( K “‘\ /
-0.5 N\
N /
R -
s \_’//
2 \\_//
-2 15 -1 0.5 0 0.5 1
X
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Considerando e = 0.5, o intervalo [0,20] e h = 0.04 encontramos as
seguintes aproximacgdes para a orbita:

2
~ Euler
1.5
Heun
1 \\Ru’(e-Kutta4 L
0.5 / \ \
> 0 \ /
0.5 -
v
-1
1.5
I
-2
4 -2 1 0 1
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Considerando e = 0.9, o intervalo [0,20] e h = 0.004 encontramos
as seguintes aproximacoes para a orbita:
1

\ Euler
Heun
0.5 Runge-Kutta 4 1
//\ N
> 0
\ ////
\;_/
-0.5
-
-2.5 2 -1.5 1 -0.5 0 0.5
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, vimos que os métodos de Runge-Kutta podem ser
aplicados para aproximar a solugéo de um sistema de equacdes
diferenciais.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, vimos que os métodos de Runge-Kutta podem ser
aplicados para aproximar a solugéo de um sistema de equacdes
diferenciais.

Vimos também como escrever uma equacao diferencial de ordem
superior como um sistema de equagdes diferenciais.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, vimos que os métodos de Runge-Kutta podem ser
aplicados para aproximar a solugéo de um sistema de equacdes
diferenciais.

Vimos também como escrever uma equacao diferencial de ordem
superior como um sistema de equagdes diferenciais.

Durante toda abordagem, consideramos h fixo. Porém, a maioria
dos softwares de computacao cientifica usam métodos de passo
variado. Os métodos de passo variado fazem uma estimativa do
erro local a cada iteragao. O método de Runge-Kutta-Fehlberg é um
exemplo de método de passo variado.

[ Muito grato pela atencao! ]
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