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-
Introducao

Na aula anterior, apresentamos os métodos de série de Taylor para
um problema de valor inicial (PVI)

{Vzﬂhm,
y(b) = Yo
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Introducao

Na aula anterior, apresentamos os métodos de série de Taylor para
um problema de valor inicial (PVI)

{Vzﬂhm,
y(b) = Yo

De um modo geral, um método numérico determina uma
aproximagao yx para y(t), emque ty =ty + kh,para k =1,2,. ...

Um método numérico é dito de ordem p se o erro local, obtido
assumindo yx = y(l), satisfaz

e(tii1) = [¥(ts1) — V1| < CHPHY,

em que C > 0 é uma constante que pode depender das derivadas
da solucéo y do PVI.
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-
Método de Série de Taylor de Ordem 1 e 2

O método de Euler que € um método de série de Taylor de ordem 1,
define:

Vi1 = Yk + hf(te, y).
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-
Método de Série de Taylor de Ordem 1 e 2

O método de Euler que € um método de série de Taylor de ordem 1,
define:
Y1 = Yk + hf(t, Yk

Similarmente, um método de série de Taylor de ordem 2 define:

h2
Vi1 = Yk + hf(te, yk) + E(ft(tk;}’k) + £ (t, Vi) F(tk, Yi)) -

Aqui, yx € uma aproximacao para y(tx), com t, = ty + kh.
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-
Método de Série de Taylor de Ordem 1 e 2

O método de Euler que € um método de série de Taylor de ordem 1,
define:

Vi1 = Yk + hf(te, y).

Similarmente, um método de série de Taylor de ordem 2 define:

h2
Vi1 = Yk + hf(te, yk) + E(ft(tk;}’k) + £ (t, Vi) F(tk, Yi)) -

Aqui, yx € uma aproximacao para y(tx), com t, = ty + kh.

Obtemos erro local menores considerando métodos de série de
Taylor de ordem maior. Contudo, temos que calcular derivadas
parciais de f!
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-
Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta sdo métodos de passo simples, ou
seja, yk.1 € determinado usando apenas de f € yk.
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Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta sdo métodos de passo simples, ou
seja, yk.1 € determinado usando apenas de f € yk.

Um método de Runge-Kutta de ordem p nao requer o célculo de
qualquer derivada de f, mas depende de outra fungao ¢ que é
definida avaliando f em diferentes pontos.
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Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta sdo métodos de passo simples, ou
seja, yk.1 € determinado usando apenas de f € yk.

Um método de Runge-Kutta de ordem p nao requer o célculo de
qualquer derivada de f, mas depende de outra fungao ¢ que é
definida avaliando f em diferentes pontos.

Especificamente, os métodos de Runge-Kutta sdo dados por:

yk+1 :yk+h¢(tk’yk)7VK:0717“'7

em que ¢ € uma funcao de x e y que depende indiretamente de f e
do tamanho do passo h.
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-
Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta sdo métodos de passo simples, ou
seja, yk.1 € determinado usando apenas de f € yk.

Um método de Runge-Kutta de ordem p nao requer o célculo de
qualquer derivada de f, mas depende de outra fungao ¢ que é
definida avaliando f em diferentes pontos.

Especificamente, os métodos de Runge-Kutta sdo dados por:

yk+1 :yk+h¢(tk’yk)7VK:0717“'7

em que ¢ € uma funcao de x e y que depende indiretamente de f e
do tamanho do passo h.

O método de Euler, obtido considerando ¢ = f, € um método de
Runge-Kutta de ordem p = 1.
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-
Método de Heun ou Método de Euler Aperfeicoado

O método de Heun, também conhecido por método de Euler
aperfeicoado, € um método de Runge-Kutta de ordem 2.
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Método de Heun ou Método de Euler Aperfeicoado

O método de Heun, também conhecido por método de Euler
aperfeicoado, € um método de Runge-Kutta de ordem 2.

No método de Heun, definimos

h
yk+1:yk+§(k1+k2)7 Vk:0,1,...,

em que
k1 = f(tk,yk) e kg = f(tk + h,yk + hk1)

ou, equivalentemente,

h
Yert = Ykt 5 f(t, yk) + f(tk + h, yx + hf(t, yk)|, Vk=0,1,...,
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Método de Heun ou Método de Euler Aperfeicoado

O método de Heun, também conhecido por método de Euler
aperfeicoado, € um método de Runge-Kutta de ordem 2.

No método de Heun, definimos

h
yk+1:yk+§(k1+k2)7 Vk:0,1,...,

em que
k1 = f(tk,yk) e kg = f(tk + h,yk + hk1)

ou, equivalentemente,

h
Vk+1 :}’k+§[f(tk7}/k)+f(tk‘f‘h’}/k‘f‘hf(th/k)}? Vk=0,1,...,

Observe que esse € um método de Runge-Kutta com

8(ty) = S (F(LY) +1(t+ hy + hi(t.y)).
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-
Método de Runge-Kutta de Ordem 4

O método de Runge-Kutta de ordem 4 é dado por:

h
— (k1 + 2ko + 2kz + kyq) ,

Yk+1=}’k+6(

em que

f(tkayk

h
f tk+2a}/k+k12>

h
f<t ,YK+k22>

f(tk + h, yx + hks) .

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 6/19



————
Exemplo 1

Considere o PVI

{y’ =Y,
y(0)=1.
Use o método da Heun e o método de Runge-Kutta de ordem 4

para estimar y(0.04) com h = 0.04. Compare com a solugao
analitica y(0.04) = %4,
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————
Exemplo 1

Considere o PVI
{y’ =y,
y(0)=1.

Use o método da Heun e o método de Runge-Kutta de ordem 4
para estimar y(0.04) com h = 0.04. Compare com a solugao
analitica y(0.04) = %4,

Resposta: Pelo método de Heun, teremos

h2
Yi=» (1 —|—h+ 2) = 1.0408.

Observe que essa € a solugao encontrada pelo método de série de
Taylor de ordem 2 na aula anterior.

O erro obtido é
16204 — | =1.0774 x 1075,
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No método de Runge-Kutta de ordem 4 temos
ki = f(fo, o) = Yo,
h h h
kz—f<To+ , Yo + ki > =% (1 +2)7
h h h K
k3:f<t0+2, k+k22) =¥ (1 +2+ 4>

P h
ky = f(to + h,¥o + kah) = yo (1 +h+ 5+ )

2 4
Logo,
Y1 zyo+g(k1 + 2k + 2k3 + Ky)
» m n
=Y (1 +h+ ) + 3 + 24) = 1.04081077333333.

O erro obtido é
1994 — y4| = 8.5906 x 1010,
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Exemplo 2

Suponha que a densidade populacional p de lagartas seja descrita

pelo PVI
dp N
p(0) =0.1,

Use o método de Heun e o método de Runge-Kutta de ordem 4
para estimar ppara0 < t < 10.
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Usando o método de Heun com diferentes valores de h,
encontramos:
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Aproximacodes para p(10):

h 2.0 1.0 0.5 0.25
y(10) | —1.80 x 10" 0.44578 0.83597 0.83597

Comentarios:
e Encontramos um erro significativo para h > 1.0.

e Comparando o grafico, resultados semelhantes foram obtidos

considerando h=0.5e h=0.25.
Portanto, podemos acreditar que encontramos um bom resultado
com h = 0.5! Contudo, precisamos fazer 20 iteragbes do método!
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Aproximacodes para p(10):

h 2.0 1.0 0.5 0.25
y(10) | —1.80 x 10" 0.44578 0.83597 0.83597

Comentarios:

e Encontramos um erro significativo para h > 1.0.

e Comparando o gréfico, resultados semelhantes foram obtidos
considerando h=0.5e h=0.25.
Portanto, podemos acreditar que encontramos um bom resultado
com h = 0.5! Contudo, precisamos fazer 20 iteragbes do método!

Apesar dessas observagdes, podemos mostrar que o0 método de
Euler modificado € também um método de ordem 2!
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O método de Runge-Kutta de ordem 4 fornece
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Aproximacodes para p(10):

h 2.0 1.0 0.5 0.25
y(10) | —8.35 x 10%®* 0.82311 0.83597 0.83597

Comentarios:
e Encontramos erro significativos para h > 1.0.

e Comparando o grafico, resultados semelhantes foram obtidos

considerando h=0.5e h=0.25.
Portanto, podemos acreditar que encontramos um bom resultado
com h = 0.5! Nesse caso, efetuamos 20 itera¢cdes do método!

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 13/19



Aproximacodes para p(10):

h 2.0 1.0 0.5 0.25
y(10) | —8.35 x 10%®* 0.82311 0.83597 0.83597

Comentarios:

e Encontramos erro significativos para h > 1.0.

e Comparando o gréfico, resultados semelhantes foram obtidos
considerando h=0.5e h=0.25.
Portanto, podemos acreditar que encontramos um bom resultado
com h = 0.5! Nesse caso, efetuamos 20 itera¢cdes do método!

Podemos mostrar que esse método de Runge-Kutta é de fato um
método de ordem 4!
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e
Ordem do método de Heun

Vamos mostrar que o método de Heun é de ordem 2. Com efeito,
vamos considerar um caso mais geral em que ¢ é dada por

o(t,y) = af(t,y) + bf(t + ch,y + chf(t, y)). (1)
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e
Ordem do método de Heun

Vamos mostrar que o método de Heun é de ordem 2. Com efeito,
vamos considerar um caso mais geral em que ¢ é dada por

o(t,y) = af(t,y) + bf(t + ch,y + chf(t, y)). (1)

No método de Heun, temos

Vamos encontrar a, b e ¢ que maximizam a ordem do método de
Runge-Kutta com ¢ dada por (1).
Em outras palavras, vamos encontrar o maior valor p tal que

Y (tk + h) = Yiga| < C(RPTT),
para algum C > 0, supondo que yx = y(l).
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Primeiro, expandindo y(fx + h) em série de Taylor em torno de t,
encontramos

h3

Vit + 1) = y(8) + V(8 + ¥ (105 + v

para algum & entre i e t + h.
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Primeiro, expandindo y(fx + h) em série de Taylor em torno de t,
encontramos

/ ! h " h3

y(tic+h) = y () +y' (t)h+y" ()5 +y"(€) 5

para algum & entre i e t + h.

Lembrando que y(f) = yx e y' = f(t,y), temos

y/(tk) = f(tkv.yk) = f:
V' (t) = fi(tic, Yie) + Ty (t, Yie) f(tie, yie) = fr + ff,
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Primeiro, expandindo y(fx + h) em série de Taylor em torno de t,
encontramos

/ ! h " h3

y(tic+h) = y () +y' (t)h+y" ()5 +y"(€) 5

para algum & entre i e t + h.

Lembrando que y(f) = yx e y' = f(t,y), temos

y/(tk) = f(tkv.yk) = f:
V' (t) = fi(tic, Yie) + Ty (t, Yie) f(tie, yie) = fr + ff,

Assim, temos

h2
y(t+ h) =y + th+ (fr + ;) + Cih°,

em que Gy = y"'(£)/6.
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Sabemos também que
Yk+1 = Yk + ho(t, yk) = yk + h(af + bf(t + ch, yk + chf)),

em que f, sem os argumentos, denota f(x, yx)-

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 16/19



Sabemos também que
Yk+1 = Yk + ho(t, yk) = yk + h(af + bf(t + ch, yk + chf)),

em que f, sem os argumentos, denota f(x, yx)-

Supondo que f é diferenciavel, podemos escrever
f(t + ch, yk + chf) = f(te, yi) + fi(t, yi)ch + f,(t, yk)(chf) + Coh?,

em que C, depende das derivadas parciais de ordem 2 de f.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 16/19



Sabemos também que
Yk+1 = Yk + ho(t, yk) = yk + h(af + bf(t + ch, yk + chf)),

em que f, sem os argumentos, denota f(x, yx)-

Supondo que f é diferenciavel, podemos escrever
f(t + ch, yk + chf) = f(te, yi) + fi(t, yi)ch + f,(t, yk)(chf) + Coh?,

em que C, depende das derivadas parciais de ordem 2 de f.

Denotando f; = (i, y«) e f, = f, (&, yx), encontramos

Yk+1 = Yk + h(af + bf(t + ch, yx + chf))
= yk + afh + hb(f + fch + f,fch + Coh?)
= yk + (a+ b)fh + be(f + f,f)H? + bCoh®
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Combinando os resultados, concluimos que o erro local é
ly(t + h) = Ykl
h2
= |k + th+ (i + )5 + C1A°)
— (yk + (a+ b)fh + be(f + f,f)h? + bCoh®)|
=|(1—a-b)fh+ <% — bc) (fr + fyf)h2 +(Cy — ng)h3y
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Combinando os resultados, concluimos que o erro local é

ly(t + h) — Vit
h2
= [+ th+ (f + ) + Cih°)
— (yk + (a+ b)fh + bo(f; + f,f)H? + bCoh?)
1
=|(1—a—b)fh+ (E - bc) (f + f,f)I? + (Cy — bCo)h®|

Portanto, se
at+b=1 e 2bc=1,

entao teremos
ly(tc + h) = yke1| < CH?,

para algum C > |Cy — bC5|.
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No método de Heun temos

que satisfazem as condigbes
at+b=1 e 2bc=1.

Logo, esse € um método de Runge e Kutta de ordem 2.
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No método de Heun temos

que satisfazem as condigbes
at+b=1 e 2bc=1.

Logo, esse € um método de Runge e Kutta de ordem 2.

Argumentos semelhantes podem ser usados para mostrar que o
método de Runge-Kutta de ordem 4 satisfaz

ly(t + h) = Yke1| < CH°,

para algum C > 0 (supondo que yx = y())-
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos os métodos de Runge-Kutta.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos os métodos de Runge-Kutta.

Especificamente, apresentamos o método de Heun e um método de
Runge-Kutta de ordem 4.

Diferente dos métodos de série de Taylor, os métodos de
Runge-Kutta ndo requerem nenhuma derivada de f.
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos os métodos de Runge-Kutta.

Especificamente, apresentamos o método de Heun e um método de
Runge-Kutta de ordem 4.

Diferente dos métodos de série de Taylor, os métodos de
Runge-Kutta ndo requerem nenhuma derivada de f.

Porém, utilizam uma funcao auxiliar ¢ que é obtida avaliando f em
diferentes pontos.

Muito grato pela atengao!
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