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Introducao

Nas proximas aulas, estaremos interessados na resolucao de
sistemas nao-lineares da seguinte forma:

f1(X17X27"' :Xn) = 07

f2(X1,X2, . ,Xn) = 0,

fn(X1aX27 oo »Xn) = Oa
em que xq, Xo, ..., Xy SA0 as incognitas e i : D < R” — R, para
i=1,...,n,é&um campo escalar.
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Exemplo 1

O sistema nao-linear

X2 +y?=2,
2
X2 — & =1

pode ser escrito como

f1(X1,X2) =X$+X§—2=0,
2

X
f2(X1,X2) =X12—§2—1 = 0.
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Exemplo 1

Geometricamente, desejamos encontrar os quatro pontos que
pertencem & ambas as curvas xZ + x2 =2 e x2 — x5/9 = 1.

i
i
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Exemplo 2

O sistema nao-linear

x> —y=02,
x—y?=

pode ser escrito como

f1(X1,X2) =X12—X2—0.2=0,
f2(X1,X2) = Xq —X22—1 = 0.
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Exemplo 2

Observe que ascurvas y = x°2 —0.2e x = 1 + y? ndo se
interceptam.

Logo, esse sistema ndo admite solugdo!
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Notacao
Denotaremos
X1 fi (X1, X2, . .., Xn)
< 2] o Flx) = fo(X1, Xa, - - ., Xn)
x-n f,,(x1,x2l,...,x,,)

Desta forma, o sistema néao-linear

f1(X17X27"'7Xf7) :O7
f2(X17X27"'7Xn) =0,
fa(X1,Xo,...,Xp) =0,

pode ser escrito de forma compacta como
F(x) =0.
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Formulacédo do Problema e Hipdteses

Resolucao de Sistema Nao-Linear

Dada uma fungdo F : D < R" — R", determine x* € D tal que
F(x*) = 0.

Em geral, assumiremos a existéncia da solugao x* € D.
Assumiremos também que o dominio D de F € um conjunto aberto
e F possui derivadas continuas nesse conjunto.
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Vetor Gradiente

Definigao 3 (Vetor Gradiente)

O vetor das derivadas parciais de f;, denotado por
()

Vix) = | *27 |,

€ chamado vetor gradiente de f;.
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Matriz Jacobiana

Definicao 4 (Matriz Jacobiana)

A matriz das derivadas parciais de F, denotada por

%(X) g—ﬁf‘z(X) %(X)
Jx) = a—xﬁ(x) a—)é(x) a—xi(x)
g—;q(x) g—g(x) g—;nn(x)

é chamada matriz Jacobiana de F.
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Matriz Jacobiana

Definicao 4 (Matriz Jacobiana)

A matriz das derivadas parciais de F, denotada por

%(X) g—ﬁf‘z(x)
J(X) = m(x) a—xz.(x)
hx) La(x)

é chamada matriz Jacobiana de F.

Note que que a i-ésima linha de J(x) contém o gradiente Vf;(x) de

fioparai=1,...,n.
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Aproximagao Linear

Aproximagéo Linear

A aproximacao linear L de uma fungéo néo-linear F : D — R" em
um ponto a € D é dada pela equacao

L(x) = F(a) + J(a)(x — a).
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Exemplo 5

Determine a matriz Jacobiana da funcao F do sistema nao-linear:

x3 — 3xqx5 + 1] _ {O]

3x2xp — X3 0

F(x) = [
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Exemplo 5

Determine a matriz Jacobiana da funcao F do sistema nao-linear:

x3 — 3xqx5 + 1] _ {0]

3x2xp — X3 0|

F(x) = [

Resposta: A matriz Jacobiana de F é

3x2 —3x2  —6x1x2
6xixp  3x% —3x3

J(x) = [
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Exemplo 6 (Tridiagonal de Broyden)

Determine a matriz Jacobiana da funcao F do sistema n&o-linear:

—2X12 + 3x1 —2x0 + 1 | [0 ]
F(x)=[—xi_1—2x2 +3x;—2x;,1+1| = |0
i —2X2 + 3Xp — Xp_1 | [0]
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Exemplo 6 (Tridiagonal de Broyden)

Determine a matriz Jacobiana da funcao F do sistema n&o-linear:

—2X12 + 3x1 —2x0 + 1 | [0 ]
F(x)=[—xi_1—2x2 +3x;—2x;,1+1| = |0
i —2X2 + 3Xp — Xp_1 | [0]

Resposta: A matriz Jacobina de F é

—4xy +3 -2 0O ... O 0
—1 —4x+3 -2 ... O 0
0 0 0 ... =1 —4x,+3

que é uma matriz tridiagonal.
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Método de Newton

O método de Newton é um dos principais métodos usados para a
resolucdo de um sistema ndo-linear.
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Método de Newton

O método de Newton é um dos principais métodos usados para a
resolucdo de um sistema ndo-linear.

Vimos anteriormente que o método de Netwon determina, a cada
iteracao, a solucao da aproximacao linear da funcao.
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Método de Newton

O método de Newton é um dos principais métodos usados para a
resolucdo de um sistema ndo-linear.

Vimos anteriormente que o método de Netwon determina, a cada
iteracao, a solucao da aproximacao linear da funcao.

Dessa forma, conhecida uma aproximacao x(%), o método de
Newton define x**1) como sendo a solucdo do sistema linear

L(x) = F(x(k)) + J(x“‘)> (x - x(")) -0,
ou seja, xk*t1 & tal que

J(x(k)) (x(km _ x(k)> - —F(x(k)).
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Tomando s®) = xk+1) — x() conhecido por passo de Newton,
temos que a nova aproximagao é

x(k+D) — x4 (k)

em que s'¥) é a solugdo do sistema linear

J <x(k))s(k) = —F(x(k)) .
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Tomando s®) = xk+1) — x() conhecido por passo de Newton,
temos que a nova aproximagao é

x(k+D) — x4 (k)

em que s'¥) é a solugdo do sistema linear

J (x(k))s(k) = —F(x(")) .

Resumindo, dado uma aproximac&o inicial x(9), o método de
Newton define a sequéncia {x(¥)} através dos seguintes passos:

* Resolva o sistema linear: J (x(")>s(") = —F(x(k)>.
o Defina a proxima aproximagao: x4+ = x4 (k).

Espera-se que a sequéncia convirja para a solucao x* do sistema
nao-linear F(x) = 0, ou seja,

lim x®) = x*.
k—o0
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Exemplo 7

Efetue uma iteracdo do método de Newton, com x(© = [1,5]7, para
determinar a solugcéo do sistema nao-linear:

|5 - f)

cujas solugdes sao x*' = [3,0]” e x*2 = [0, 3].
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Exemplo 7

Efetue uma iteracdo do método de Newton, com x(© = [1,5]7, para
determinar a solugcéo do sistema nao-linear:

| x+y-3] |0
F(Xay)_ [X2+y2_9] - [Oj|>
cujas solugdes sao x*' = [3,0]” e x*2 = [0, 3].

Resposta: Primeiramente, observe que a matriz Jacobiana da
fungdo F em um ponto (x, y) arbitrario é

Jxy) = [21x 21y] '
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Considerando x(¥ = [1,5]7, temos:

J(1,5)=[; 110] e F(1,5)=[__137]

Resolvendo o sistema linear

1 1 -3
0 _
[2 10]$ _[—17]’

encontramos o0 passo de Newton

= | 58]

Logo, temos x(1) = [-5/8,29/8].
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Critério de Parada

Dada uma aproximagc&o inicial x(%), efetuamos as iteracdes do
método de Netwon até:

* ndo detectarmos alteragdes significativas de uma iteragdo para a
outra, ou seja,

D, = |x**+D —x®) |, <7, comrT >0,

ou
« encontrarmos F(x(*+1)) proximo do vetor nulo, isto &,

IF(x**tDY, <6, come >0,

ou
e até atingirmos um nimero maximo kpyax de iteracoes!
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Algoritmo do Método de Newton

Entrada: Funcao nao-linear F e sua matriz Jacobiana J;

Aproximagao da solucao x.

Dados: Numero maximo de interacdes kmax; toleréncias 7 e e.
Inicialize: k =0, Fx = F(X) e Dr =7 + 1.
enquanto K < Kmax, || Fx|« > ¢ e Dr > 7 faca

fim

1.

o &~ N

Atualize: k = k + 1.
Resolva: J(x)s = —Fx.
Atualize: x = x + s.
Calcule: Dr = |8| .
Avalie: Fx = F(x).

Saida: Aproximacao para a solugao é x.
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Consideracgdes Finais

Observe que cada iteracdo do método de Newton requer:
1. Avaliagdo da matriz Jacobiana.

2. Resolucado de um sistema linear.
Logo, o método de Newton € computacionalmente caro!
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-
Consideracgdes Finais

Observe que cada iteracdo do método de Newton requer:
1. Avaliagdo da matriz Jacobiana.

2. Resolucdo de um sistema linear.

Logo, o método de Newton € computacionalmente caro!

A vantagem é que, sob certas condi¢cdes sobre a aproximagao
inicial x(¥), a fungdo F e a matriz Jacobiana J, a sequéncia {x(K)}
produzida pelo método de Newton converge para a solugédo de
F(x) = 0 com taxa quadratica.

Muito grato pela atengéo!
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