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-
Introducao

Nas aulas anteriores estudamos os métodos da bissec¢ao, posicao
falsa e também o método do ponto fixo para aproximar a solugéao do
seguinte problema:
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Introducao

Nas aulas anteriores estudamos os métodos da bissec¢ao, posicao
falsa e também o método do ponto fixo para aproximar a solugéao do
seguinte problema:

Zero de uma Funcéo Real

Dada uma fungéo f : [a, b] — R, determine, se possivel, x* € [a, b]
tal que

f(x*) =0.
Nesse caso, x* é chamado zero (ou raiz) de f. Dizemos também
que x* é uma solugdo da equacgéo f(x) = 0. Denotaremos por x a
aproximacao de x* fornecida por um método numérico.
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e
Método do Ponto Fixo

Dizemos que x* € um ponto fixo de uma fungéo real ¢ se

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 3/28



e
Método do Ponto Fixo

Dizemos que x* € um ponto fixo de uma fungéo real ¢ se

Dada uma aproximacéo inicial x(9), definimos

xk D) = o (x0) vk=0,1,2,....
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Método do Ponto Fixo

Dizemos que x* € um ponto fixo de uma fungéo real ¢ se

Dada uma aproximacéo inicial x(9), definimos
xKHD = o(x®)), vk =0,1,2,....

Se ¢ é uma fungdo com derivada ¢’ continua em um intervalo / que
contém o ponto fixo x*, com |¢'(x)| < M < 1 para todo x € /, entdo
para qualquer aproximacéo inicial x(©) € /, a sequéncia {x*)}
produzida pelo método do ponto fixo converge para x*.
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Método do Ponto Fixo

Dizemos que x* € um ponto fixo de uma fungéo real ¢ se

Dada uma aproximacéo inicial x(9), definimos
xKHD = o(x®)), vk =0,1,2,....

Se ¢ é uma fungdo com derivada ¢’ continua em um intervalo / que
contém o ponto fixo x*, com |¢'(x)| < M < 1 para todo x € /, entdo
para qualquer aproximacéo inicial x(©) € /, a sequéncia {x*)}
produzida pelo método do ponto fixo converge para x*.

A convergéncia do método do ponto fixo sera tanto mais rapida
quanto menor for o valor de M.
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Taxas de Convergéncia

Definicao 1 (Convergéncia Linear e Quadratica)

Seja {xM}, com limx_,., x**) = x* uma sequéncia de aproximacdes
produzida por um método numérico.

« Dizemos que {x(¥)} converge linearmente para x* se
x (k1) _ x|

lim

————=¢, comO<c<1.
k—o0 |X(k)—X*|
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Taxas de Convergéncia

Definicao 1 (Convergéncia Linear e Quadratica)

Seja {xM}, com limx_,., x**) = x* uma sequéncia de aproximacdes
produzida por um método numérico.

« Dizemos que {x(¥)} converge linearmente para x* se
|X(k+1) _ X*|

lim

——————=¢, comO<c<1.
k—o0 |X(k)—X*| ’

« Dizemos que {x(¥)} — x* com ordem de convergéncia p > 1 se

x(k+) x|

lim =c¢, comc>0.

k—oo |x(K) — x*|P
Em particular, se p = 2, tem-se convergéncia quadratica.
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Na demonstracao da convergéncia do método do ponto fixo,
concluimos que

XU — x*| < MxK=1) — x*|.
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Na demonstracao da convergéncia do método do ponto fixo,
concluimos que

XU — x*| < MxK=1) — x*|.

Portanto, temos também que
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Na demonstracao da convergéncia do método do ponto fixo,
concluimos que

XU — x*| < MxK=1) — x*|.

Portanto, temos também que
=M<1.

Logo, o0 método do ponto fixo tem convergéncia pelo menos linear.
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Na demonstracao da convergéncia do método do ponto fixo,
concluimos que

XU — x*| < MxK=1) — x*|.

Portanto, temos também que
=M<1.

Logo, o0 método do ponto fixo tem convergéncia pelo menos linear.

Podemos ter uma taxa de convergéncia melhor que linear se M = 0!
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-
Motivacao Algébrica para o Método de Newton

e Suponha que queremos calcular a raiz x* de uma funcéo f
usando o método do ponto fixo.
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Motivacao Algébrica para o Método de Newton

e Suponha que queremos calcular a raiz x* de uma funcéo f
usando o método do ponto fixo.
e Podemos definir a fungcao

p(x) = x + AX)f(x),
em A é tal que A(x*) # 0.
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-
Motivacédo Algébrica para o Método de Newton

e Suponha que queremos calcular a raiz x* de uma funcéo f
usando o método do ponto fixo.

e Podemos definir a fungcao
o(x) = x + AX)f(x),

em A é tal que A(x*) # 0.

e Com intuito de obter uma rapida convergéncia, vamos escolher
A(x) de modo que ¢'(x*) = 0.
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-
Motivacédo Algébrica para o Método de Newton

e Suponha que queremos calcular a raiz x* de uma funcéo f
usando o método do ponto fixo.

Podemaos definir a funcao
o(x) = x + AX)f(x),
em A é tal que A(x*) # 0.

Com intuito de obter uma rapida convergéncia, vamos escolher
A(x) de modo que ¢'(x*) = 0.
Pela regra do produto, temos que

o'(x) =1+ AX)f(x)+ AX)F ().
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-
Motivacédo Algébrica para o Método de Newton

e Suponha que queremos calcular a raiz x* de uma funcéo f
usando o método do ponto fixo.

Podemaos definir a funcao
o(x) = x + AX)f(x),

em A é tal que A(x*) # 0.

Com intuito de obter uma rapida convergéncia, vamos escolher
A(x) de modo que ¢'(x*) = 0.
Pela regra do produto, temos que

o'(x) =1+ AX)f(x)+ AX)F ().

Lembrando que f(x*) = 0, obtemos A(x*) = —

fr(x*)
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-
Motivacédo Algébrica para o Método de Newton

e Suponha que queremos calcular a raiz x* de uma funcéo f
usando o método do ponto fixo.

e Podemos definir a fungcao
o(x) = x + AX)f(x),

em A é tal que A(x*) # 0.

e Com intuito de obter uma rapida convergéncia, vamos escolher
A(x) de modo que ¢'(x*) = 0.
* Pela regra do produto, temos que

o'(x) =1+ AX)f(x)+ AX)F ().

Lembrando que f(x*) = 0, obtemos A(x*) = —

1
5
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fr(x*)

e Assim, basta escolher A(x) =




Método de Newton

Definigdo 2 (Método de Newton)

Dada uma funcéo diferenciavel f e uma aproximagcao inicial x(¥) da
raiz x* de f, defina a sequéncia

w _ fx®)

k+1) BRSO
fi(x®)’

x(

Vk=0,1,....

Espera-se que a sequéncia x¥) convirja para a raiz x*!
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Teorema 3 (Convergéncia do Método de Newton)

Seja f uma fungéo continua com derivadas de primeira e segunda
ordem f" e f” continuas em um intervalo | que contém a raiz x* de f.
Se f'(x*) # 0 entdo existe um subintervalo | < I, que contém x*, tal
que a sequéncia {x'¥)} gerada pelo método de Newton converge
pelo menos quadraticamente para x* para todo x\© e 1.
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Demonstracao da convergéncia pelo menos quadratica:
O desenvolvimento de Taylor de f em torno de x(¥) fornece

Fx) = F(x9) + 1 (x)(x— xB) 4 217000 (x — x)2.

em que 1¥) esta entre x e x(9.
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Demonstracao da convergéncia pelo menos quadratica:
O desenvolvimento de Taylor de f em torno de x(¥) fornece

Fx) = F(x9) + 1 (x)(x— xB) 4 217000 (x — x)2.
em que 1©) estd entre x e x(¥). Tomando x = x*, encontramos

fx*) = F(xU) — £/ (xR (xF) — x*) + %f”(n(k))(x(k) —x*)?2=0.
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Demonstracao da convergéncia pelo menos quadrética
O desenvolvimento de Taylor de f em torno de x(¥) fornece

Fx) = F(x9) + 1 (x)(x— xB) 4 217000 (x — x)2.
em que 1©) estd entre x e x(¥). Tomando x = x*, encontramos
fx*) = F(xU) — £/ (xR (xF) — x*) + %f”(n(k))(x(k) —x*)2=0.
Dividindo ambos os lados dessa equagao por —f'(x()), obtemos

(k) _ f(X(k)) _ox* = f”( (K )) ( (k) *X*)Z
(x®) 2 (x®) ’
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Demonstracao da convergéncia pelo menos quadrética
O desenvolvimento de Taylor de f em torno de x(¥) fornece

Fx) = F(x9) + 1 (x)(x— xB) 4 217000 (x — x)2.
em que 1©) estd entre x e x(¥). Tomando x = x*, encontramos
fx*) = F(xU) — £/ (xR (xF) — x*) + %f”(n(k))(x(k) —x*)2=0.
Dividindo ambos os lados dessa equagao por —f'(x()), obtemos

(k) f(X(k)) * f”( (k )) ( (k) *X*)Z

Fix®) ~ % T 2 (xB)

ou seja,
x(K+1) _ f//(n(k))

(x(k) — x*)2 - 2 (x(K))’
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Finalmente, sendo ' e f continuas e, como ambas sequéncias
{x")} e {n¥)} convergem para x*, concluimos que

L o BN [0 L) e
| — 5 = | = =
€T 0 =X K 2P ()] T 21 ()]

Logo, quando converge, o0 método de Newton tem convergéncia
pelo menos quadrética. o
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-
Motivacdo Geométrica para o Método de Newton

O método de Newton tem a seguinte interpretagdo geométrica.
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-
Motivacdo Geométrica para o Método de Newton

O método de Newton tem a seguinte interpretagdo geométrica.

Considere a reta tangente & f no ponto (x(¥), f(x(K))) dada por

L(x) = f(x®)) + £ (x5K))(x — xH).
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Motivacdo Geométrica para o Método de Newton

O método de Newton tem a seguinte interpretagdo geométrica.

Considere a reta tangente & f no ponto (x(¥), f(x(K))) dada por

L(x) = f(x®)) + £ (x5K))(x — xH).

Define-se x(**1) como sendo a raiz de L, que pode ser vista como
uma aproximagao linear de f numa vizinhanca de x(%).
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Motivacdo Geométrica para o Método de Newton

O método de Newton tem a seguinte interpretagdo geométrica.

Considere a reta tangente & f no ponto (x(¥), f(x(K))) dada por

L(x) = f(x®)) + £ (x5K))(x — xH).

Define-se x(**1) como sendo a raiz de L, que pode ser vista como
uma aproximagao linear de f numa vizinhanca de x(%).

Formalmente, L(x(k*1)) = 0 se, e somente se,

k
(k) _ o T
fr(xk))
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e
Método de Newton

No algoritmo abaixo, denotaremos x = x(K) e x = x(k+1)
aproximagdes consecutivas da raiz de f(x) = 0.
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Método de Newton

No algoritmo abaixo, denotaremos x = x(K) e x = x(k+1)
aproximagdes consecutivas da raiz de f(x) = 0.

Entrada: Fungao f e sua derivada f’; aproximagao inicial x.
Dados: Numero méaximo de interagdes kmax; tolerancias ¢ e e.
Inicialize: k =0, f = f(x) e Dr = § + 1.

enquanto k < kpax, |f| > € e Dr > ¢ faga

Atualize: k = k + 1f.

Defina: X = x —
i)

Calcule: Dr = |x —

Atualize: x = X.
| Avalie: f = f(x).
Saida: Aproximagao X para a raiz de f(x) = 0.
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Exemplo 4

Use o método de Newton para encontrar uma estimativa para a raiz
positiva da funcao

f(x) =e*—2x—1,
com aproximagao inicial x(©) = 1 e tolerancias § = 0.1 e e = 0.1.
Interprete geometricamente o método de Newton.
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Resposta:
Primeiramente, observe que
fx)y=e—2x—-1 e f(x)=¢€e"-2.

Comegando com a aproximagéo inicial x(©) = 1, construimos a
tabela em que D, = |x(k+1) — x(K)|:

[k] x® [ fx®) [ 7x®) | D,
0 | 1.00000 | -0.28172 | 0.71828 | 0.39221
1| 1.39221 0.23932 | 2.02374 | 0.11825
2 | 1.273957 | 0.027057 — —

Terminamos as iteragdes porque a condigo |f(x¥)| < ¢ foi
satisfeita.
A aproximacgao fornecida pelo método de Newton é x = 1.273957.
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Interpretacdo geométrica do método de Newton.
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O gréfico abaixo mostra o erro absoluto pelas interacées do método
de Newton se considerarmos a mesma aproximacao inicial x(©) = 1
mas as tolerancias 6 = 10" e e = 10~7.

0

10

\

Erro Absoluto
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e
Método da Secante

Uma grande desvantagem do método de Newton é a necessidade
de se obter e avaliar f’ a cada iteragao.
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Método da Secante

Uma grande desvantagem do método de Newton é a necessidade
de se obter e avaliar f’ a cada iteragao.

No método da secante, substituimos a derivada '(x(¥)) pelo
quociente das diferengas

F(x0) — f(x(k=1))

1K)y ~
XU > = —x=n

em que x*) e x(k=1) representam duas aproximagées para x*.
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Método da Secante

Uma grande desvantagem do método de Newton é a necessidade
de se obter e avaliar f’ a cada iteragao.

No método da secante, substituimos a derivada '(x(¥)) pelo
quociente das diferengas

F(x0) — f(x(k=1))

1K)y ~
XU > = —x=n

em que x*) e x(k=1) representam duas aproximagées para x*.

Geometricamente, dadas as aproximacdes x*~1) e x(¥), defina
xk*+1) como sendo a abcissa do ponto de interseccdo do eixo
horizontal com a reta secante que passa pelos pontos

(x*k=1D f(xk=1)) e (xK) f(x(K))).
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Definicao 5 (Método da Secante)
Dada uma funcéo f e duas aproximagées iniciais x(¥) e x() da raiz
x* de f, defina a sequéncia para k = 1,2,...:

k k k—1
D) _ (R f(x( ))(x( ) — x( )),
f(x()) — f(x(k=1))

ou, equivalentemente,

gk _ f(x®0) — f(x*=1) o (k1) _ (k) _ f(X(k)).
x(K) — x(k=1) d®)

Espera-se que a sequéncia x(*) convirja para a raiz x*!
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Teorema 6 (Convergéncia do Método da Secante)

Suponha que f e sua derivada f' sdo continuas num intervalo | que
contém a raiz x* de f. Se f'(x*) # 0 e xX© e x(1) sgo
suficientemente préximos de x*, entao a sequéncia {x*)} produzida
pelo método da secante converge para x* com

| X(k+1) _ X*l

kh—r>noo |x(K) — x*|P e

emquec>0ep=(1++5)/2~1.6.
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Método da Secante

No algoritmo abaixo, xg = x*=1, x; = x¥) e X = x(k+1) denotam
aproximagdes consecutivas da raiz da equagao f(x ) =0.

Entrada: Funcéo f; aproximagdes iniciais xg € x;.

Dados: Numero maximo de interagdes kmayx; tolerancias g e e.
Inicialize: k =0, Dr =6 + 1, fy = f(xp) e fy = f(xq).

enquanto k < Kmay, |fi| > € e Dr > ¢ faca

Atualize: k = k + 1.

Defina:dzuex=x1——.
X1 — Xo d

Calcule: Dr = |x — x1].
Atualize: xg = xq, fy = fi, X1 = X.
| Avalie: f; = f(xq).
Saida: Aproximacgao x para a raiz de f.
Definimos f; = f(xq) e fy = f(Xo) para diminuir o numero de
avaliagdes da fungéo f.
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Exemplo 7

Use o método da secante para encontrar uma estimativa para a raiz
positiva da funcao

f(x) =e*—2x—1,
com aproximagées iniciais x(¥) = 1 e x(1) = 2 e tolerancias § = 0.1
e ¢ = 0.1. Interprete geometricamente o método da secante.
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Resposta:

Comecando com as aproximacdes x(¥ = 1 e x(Y) = 2, construimos
a tabela abaixo em que D, = |x(k*1) — x(K)}:

[k x® | M) | D
0| 1.0000 | -0.28172 | 1.0000
1] 2.0000 | 23891 | 0.89452
2 [ 1.10548 | -0.19028 | 0.065991
31171473 | 0116204 | —

Terminamos as iteragdes porque a condigo |f(x*)| < ¢ foi
satisfeita.
A aproximacao fornecida pelo método de Newton é x = 1.273957.
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Interpretacdo geométrica do método da Secante.

o

o4
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O gréfico abaixo mostra o erro absoluto pelas interacées do método
da secante, com as mesmas aproximagcdes iniciais x(©) = 1 e
x(1) = 2, mas as tolerancias § =107 e e = 10~7.

0

10

T~

Erro Absoluto
=
o
N
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O grafico abaixo mostra o erro absoluto pelas interacdoes dos
métodos de Newton e secante.

0

10

\\\\\\\___“——\\\\\\\ Newton|

Secante|
10 \\\\\
-6

Erro Absoluto
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos o método de Newton, que possui
convergéncia quadratica.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos o método de Newton, que possui
convergéncia quadratica.

Geometricamente, a proxima aproximacao do método de Newton é
obtida encontrando a raiz de uma aproximacao linear da fungéo.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos o método de Newton, que possui
convergéncia quadratica.

Geometricamente, a proxima aproximacao do método de Newton é
obtida encontrando a raiz de uma aproximacao linear da fungéo.

Apresentamos também o método da secante, que pode ser visto
como uma aproximagao do método de Newton sem calcular a
derivada da fungdo f mas possui convergéncia superlinear.

Muito grato pela atengéo!
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Demonstracao da convergéncia do método de Newton:
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Demonstracao da convergéncia do método de Newton:

Devemos mostrar que

satisfaz o teorema de convergéncia do ponto fixo.
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Demonstracao da convergéncia do método de Newton:

Devemos mostrar que

satisfaz o teorema de convergéncia do ponto fixo.

Da regra do quociente, temos
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Demonstracao da convergéncia do método de Newton:

Devemos mostrar que

satisfaz o teorema de convergéncia do ponto fixo.

Da regra do quociente, temos

Sendo f'(x*) # 0 e f'(x) é continua em /, existe um intervalo /; < /
tal que f'(x) # 0 para todo x € .
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Temos também que f, f' e f” sdo continuas em /; com " (x) # 0.
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Temos também que f, f' e f” sdo continuas em /; com " (x) # 0.

Portanto, ¢ e ¢’ sdo ambas continuas em /;.
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Temos também que f, f' e f” sdo continuas em /; com " (x) # 0.

Portanto, ¢ e ¢’ sdo ambas continuas em /;.

Além disso, como ¢'(x*) = 0, é possivel escolher um subintervalo
I < I, centrado em x*, tal que |¢’(x)| < 1 para todo x € /.
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Temos também que f, f' e f” sdo continuas em /; com " (x) # 0.

Portanto, ¢ e ¢’ sdo ambas continuas em /;.

Além disso, como ¢'(x*) = 0, é possivel escolher um subintervalo
I < I, centrado em x*, tal que |¢’(x)| < 1 para todo x € /.

Dessa forma, ¢ satisfaz as hipéteses do teorema de convergéncia
do método do ponto fixo.
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Temos também que f, f' e f” sdo continuas em /; com " (x) # 0.

Portanto, ¢ e ¢’ sdo ambas continuas em /;.

Além disso, como ¢'(x*) = 0, é possivel escolher um subintervalo
I < I, centrado em x*, tal que |¢’(x)| < 1 para todo x € /.

Dessa forma, ¢ satisfaz as hipéteses do teorema de convergéncia
do método do ponto fixo.

Logo, a sequéncia {x¥)} produzida pelo método de Newton
converge para x*.
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