MS211 - Calculo Numérico

Aula 09 — Zeros Reais de Fungdes Reais.
Métodos da Bisseccao e Posicao Falsa

"‘ Marcos Eduardo Valle
Matematica Aplicad

N Y @@@@

l(..\' . BY NC SA

UNICAMP

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 1/23


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

Nas aula de hoje iniciaremos os estudos sobre métodos numéricos
para aproximar a solugao do seguinte problema:
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Nas aula de hoje iniciaremos os estudos sobre métodos numéricos
para aproximar a solugao do seguinte problema:

Zero de uma Funcgao Real

Dada uma funcao f : [a, b] — R, determine, se possivel, x* € [a, b]
tal que
f(x*)=0.

Nesse caso, x* é chamado zero (ou raiz) de f. Dizemos também
que x* é uma solugao da equagao f(x) = 0. Denotaremos por X a
aproximacgao de x* fornecida por um método numérico.
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Nas aula de hoje iniciaremos os estudos sobre métodos numéricos
para aproximar a solugao do seguinte problema:

Zero de uma Funcgao Real

Dada uma funcao f : [a, b] — R, determine, se possivel, x* € [a, b]
tal que
f(x*)=0.

Nesse caso, x* é chamado zero (ou raiz) de f. Dizemos também
que x* é uma solugao da equagao f(x) = 0. Denotaremos por X a
aproximacgao de x* fornecida por um método numérico.

Devemos nos atentar para algumas questoes:
 Existe x* € [a, b] tal que f(x*) = 0?
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¢ No caso afirmativo, x* & Unico?
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Nas aula de hoje iniciaremos os estudos sobre métodos numeéricos
para aproximar a solugao do seguinte problema:

Zero de uma Funcgao Real

Dada uma funcao f : [a, b] — R, determine, se possivel, x* € [a, b]
tal que
f(x*)=0.

Nesse caso, x* é chamado zero (ou raiz) de f. Dizemos também
que x* é uma solugao da equagao f(x) = 0. Denotaremos por X a
aproximacgao de x* fornecida por um método numérico.

Devemos nos atentar para algumas questoes:

e Existe x* € [a, b] tal que f(x*) = 07?

¢ No caso afirmativo, x* & Unico?

* Se existem mais de uma solucao, ha um critério que estabelece
qual é a melhor solugao?
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-
Existéncia de Solucao

O seguinte teorema, geralmente visto no curso de Calculo |, garante
a existéncia de uma raiz de f em [a, b].
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-
Existéncia de Solucao

O seguinte teorema, geralmente visto no curso de Calculo |, garante
a existéncia de uma raiz de f em [a, b].

Teorema 1 (Teorema do Valor Intermediario)

Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua. Se f(a)f(b) < 0, entao
existe pelo menos um x* € (a, b) tal que f(x*) = 0.
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Existéncia de Solucao

O seguinte teorema, geralmente visto no curso de Calculo |, garante
a existéncia de uma raiz de f em [a, b].

Teorema 1 (Teorema do Valor Intermediario)

Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua. Se f(a)f(b) < 0, entao
existe pelo menos um x* € (a, b) tal que f(x*) = 0.

O teorema do valor intermediario (TVI), além de garantir a
existéncia da raiz, é a base para o chamado método da bisseccao.
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-
Método da Bisseccao

Suponha que conhecemos um intervalo [a, b] tal que f(a)f(b) < 0.
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-
Método da Bisseccao

Suponha que conhecemos um intervalo [a, b] tal que f(a)f(b) < 0.
e Calcule o ponto médio do intervalo:

a+b
2
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-
Método da Bisseccao

Suponha que conhecemos um intervalo [a, b] tal que f(a)f(b) < 0.
e Calcule o ponto médio do intervalo:

a+b
2

* Avalie f no ponto médio, ou seja, calcule f(m).
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-
Método da Bisseccao

Suponha que conhecemos um intervalo [a, b] tal que f(a)f(b) < 0.
e Calcule o ponto médio do intervalo:

a+b
5

* Avalie f no ponto médio, ou seja, calcule f(m).

e Substitua a ou b por m de modo a obter um novo intervalo que
contém a raiz, ou seja,

o Se f(mf(b) <0, entdo a<— m, sendao b m.
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-
Método da Bisseccao

Suponha que conhecemos um intervalo [a, b] tal que f(a)f(b) < 0.
e Calcule o ponto médio do intervalo:

a+b
2

* Avalie f no ponto médio, ou seja, calcule f(m).

e Substitua a ou b por m de modo a obter um novo intervalo que
contém a raiz, ou seja,

o Se f(mf(b) <0, entdo a<— m, sendao b m.

Repetimos até obter um intervalo suficientemente pequeno, ou seja,
até obtermos (b — a) < 24!
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-
Método da Bisseccao

Suponha que conhecemos um intervalo [a, b] tal que f(a)f(b) < 0.
e Calcule o ponto médio do intervalo:

a+b
2

* Avalie f no ponto médio, ou seja, calcule f(m).
e Substitua a ou b por m de modo a obter um novo intervalo que
contém a raiz, ou seja,
o Se f(m)f(b) <0, entdo a<— m, sendao b— m.
Repetimos até obter um intervalo suficientemente pequeno, ou seja,
até obtermos (b — a) < 24!

Tomamos o ponto médio como estimativa da raiz de f.
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Método da Bisseccao

Entrada: Funcé&o f; intervalo que contém a raiz [a, b].
Dados: Tolerancia 6.
Inicialize: f, = f(a) e f, = f(b).
enquanto b — a > 26 faca
a+b
Calcule: m= ——.
Avalie: fp, = f(m).
se sign(fy)sign(fn) < 0 entao
| Definab=mef,=fp.
senao
| Definaa=mefy="fpy.

a+b

2

Para evitar overflow ou underflow, usou-se sign(f;)sign(fn) < 0 no
lugar do produto f3f, < 0.

Saida: Aproximagao para a raiz: X =

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 5/23



-
Taxa de Convergéncia

A taxa de convergéncia de um método numérico refere-se ao quao
rapido ele fornece uma estimativa para a raiz de uma funcao
f:la b] - R.
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-
Taxa de Convergéncia

A taxa de convergéncia de um método numérico refere-se ao quao
rapido ele fornece uma estimativa para a raiz de uma funcao
f:la b] - R.

No caso do método da bissecc¢ao, a cada iteragcao dividimos o
intervalo inicial pela metade.
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-
Taxa de Convergéncia

A taxa de convergéncia de um método numérico refere-se ao quao
rapido ele fornece uma estimativa para a raiz de uma funcao
f:la b] - R.

No caso do método da bissecc¢ao, a cada iteragcao dividimos o
intervalo inicial pela metade.

Apos k iteragdes, teremos um intervalo de tamanho —bz_ka,

converge para zero quando k — co.

que
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-
Taxa de Convergéncia

A taxa de convergéncia de um método numérico refere-se ao quao
rapido ele fornece uma estimativa para a raiz de uma funcao
f:la b] - R.

No caso do método da bissecc¢ao, a cada iteragcao dividimos o
intervalo inicial pela metade.

Apos k iteragdes, teremos um intervalo de tamanho —bz_ka,

converge para zero quando k — co.

que

Teremos b — a < 2§ quando

k>|og2<|bga|> 1.

Nesse caso, o erro absoluto da aproximagéao satisfaz |x — x*| < 4.
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Exemplo 2

Use o método da bisseccao para encontrar uma estimativa para a
raiz positiva da funcéo

f(x) =e*—2x—1,

com tolerancia § = 101,

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 7/23



Resposta:
Primeiramente, observe que

f1)=e—3=-028172 e f(2)=€®—5=23891.
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Resposta:
Primeiramente, observe que
f1)=e—3=-0.28172 e f(2)=e?>—5=2.3891.

Pelo teorema do valor intermedidrio, existe uma raiz entre 1 e 2.
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Resposta:
Primeiramente, observe que

f1)=e—3=-028172 e f(2)=€®—5=23891.

Pelo teorema do valor intermediério, existe uma raiz entre 1 e 2.
Vamos aplicar o método da bisseccao considerando a=1e b= 2.
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Inicializamos f; = f(a) = —0.28172 e f, = f(b) = 2.3891.
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Inicializamos f; = f(a) = —0.28172 e f, = f(b) = 2.3891.

Primeira iteracao:
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Inicializamos f; = f(a) = —0.28172 e f, = f(b) = 2.3891.

Primeira iteracao:
Comob—a=1>0.2=24, calculamos:

m=(a+b)/2=3/2=15.
frn = 0.48169.
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Inicializamos f; = f(a) = —0.28172 e f, = f(b) = 2.3891.

Primeira iteracao:
Comob—a=1>0.2=24, calculamos:

m=(a+b)/2=3/2=15.
fmn = 0.48169.
Como f,fy < 0, definimos

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 9/23



Segunda iteracao:
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Segunda iteracao:

Como b—a=0.5> 0.2 = 24, calculamos:

m=(a+b)/2 =125
fn = —0.0096570.
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Segunda iteracao:

Como b—a=0.5> 0.2 = 24, calculamos:
m=(a+ b)/2 =1.25.
fm = —0.0096570.
Como f;fy > 0, definimos

/5 1.3 1.35 1.4 1.45 1.5

Note que |f,| = 0.00965, um valor que poderia ser usado como
critério de parada!
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Terceira iteracao:

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 11/23



Terceira iteracao:

Como b—a=0.25 > 0.2 = 24, calculamos:

m = (a+ b)/2 = 1.375.
fn = 0.20508.
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Terceira iteracao:

Como b—a=0.25 > 0.2 = 24, calculamos:

m = (a+ b)/2 = 1.375.
fn = 0.20508.

Como f,yfy < 0, definimos

b=m e fy="In
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Quarta iteragao:
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Quarta iteragao:

Como b—a=0.125 < 0.2 = 24, terminamos as iteragdes.

Definimos
b+ a

% = — 1.3125,

como sendo a aproximacao para a raiz de f.

Note que |f(X)| = 0.090451. Na segunda iteragao, porém,
encontramos |fy| = 0.0965. Assim, m da segunda iteracdo
(aparentemente) é uma aproximacao melhor para a raiz.
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Método da Bisseccao (segunda versao)

Entrada: Funcgé&o f; intervalo que contém a raiz [a, b].
Dados: Toleréancias ¢ e e.

Inicialize: f, = f(a), f, = f(b) e fm =€ + 1.

enquanto |fy| > e e b— a > 26 faca

a+b
Calcule: m = )

Avalie: fy, = f(m).
se sign(fs)sign(fm) < 0 entao
| Definab=mef,=fp.
senao
| Definaa=mefy="fny

i : = N m fml <e€
Saida: Aproximagéo para araiz: X =4 ', [fm| < €, B
5>, caso contrario.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 13/23



-
Método da Posigcao Falsa (Regula Falsi)

e Para 0 método da bissecgao, importa apenas o sinal de f nos
extremos dos intervalos.
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-
Método da Posigcao Falsa (Regula Falsi)

e Para 0 método da bissecgao, importa apenas o sinal de f nos
extremos dos intervalos.

e Um método mais elaborado, deve olhar para os valores de f!
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Método da Posigcao Falsa (Regula Falsi)

e Para 0 método da bissecgao, importa apenas o sinal de f nos
extremos dos intervalos.

e Um método mais elaborado, deve olhar para os valores de f!

Por exemplo, espera-se que a raiz de f esteja mais proxima de a
que de b se |f(a)| < |f(b)].
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Método da Posigcao Falsa (Regula Falsi)

e Para 0 método da bissecgao, importa apenas o sinal de f nos
extremos dos intervalos.

e Um método mais elaborado, deve olhar para os valores de f!

Por exemplo, espera-se que a raiz de f esteja mais proxima de a
que de b se |f(a)| < |f(b)].

No método da posicao falsa, em vez de escolher o ponto médio do
intervalo, adotamos a intersec¢cédo do eixo x com a reta que passa
pelos pontos (&, f(a)) e (b, f(b)).
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-
Método da Posigcao Falsa (Regula Falsi)

e Para 0 método da bissecgao, importa apenas o sinal de f nos
extremos dos intervalos.

e Um método mais elaborado, deve olhar para os valores de f!

Por exemplo, espera-se que a raiz de f esteja mais proxima de a
que de b se |f(a)| < |f(b)].

No método da posicao falsa, em vez de escolher o ponto médio do
intervalo, adotamos a intersec¢cédo do eixo x com a reta que passa
pelos pontos (&, f(a)) e (b, f(b)).

Formalmente, substituimos o ponto médio do intervalo por

_af(b) — bf(a)
~ f(b)-f(a)
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Para evitar erros de cancelamento, podemos calcular m de forma
alternativa usando a seguinte expressao:

:af(b) — bf(a)

f(b) — (a)
_af(b) — bf(b) + bf(b) — bf(a)
- f(b) — (a)
_(a— b)f(b) + b(f(b) — f(a))
- f(b) — f(a)
(b—a)
b O @
ou sei2 (b) (b) — f(a)
—f(a
:b_T’ com d= b 2
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Método da Posicao Falsa

Entrada: Funcgéo f; intervalo que contém araiz [a, b].
Dados: Tolerancias ¢ € .

Inicialize: f, = f(a), f, = f(b) e fm =€ + 1.

enquanto || > e eb— a> 20 faga

Calcule: d = fo—1a
b —fa
Defina: m= b — ol

Avalie: fy, = f(m).
se sign(f)sign(fn) < 0 entao
| Definab=mef,=fpy.
senao
| Definaa=mef;="fp.

i i 5 T m fm| < e
Saida: Aproximagao para a raiz: X = < ;s [fm| < €, B
“p=7°, caso contrario.
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Exemplo 3

Use o método da posicao falsa para encontrar uma estimativa para
a raiz positiva da funcao

f(x) =e*—2x—1,

com tolerancias = 0.1 e e =0.1.
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Resposta: Primeiramente, observe que

f(1) = e—3 =-0.28172

f(2) = e — 5 = 2.3891.
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Resposta: Primeiramente, observe que

f(1) = e—3 =-0.28172

f(2) = e — 5 = 2.3891.

Pelo teorema do valor intermediario, existe
uma raiz entre 1 e 2.
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Resposta: Primeiramente, observe que

f(1) = e—3 =-0.28172

f(2) = e — 5 = 2.3891.

Pelo teorema do valor intermediario, existe
uma raiz entre 1 e 2.

Vamos aplicar o método da posicao falsa
coma=1eb=2.

/ H 2
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Inicializamos

fo = f(a) = —0.28172

fy = f(b) = 2.3891.
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Inicializamos

fo = f(a) = —0.28172

fy = f(b) = 2.3891.

Primeira iteragéo:
Comob—a=1>0.2 =24, calculamos:

m =1.1055.
fm = —0.19028.
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Inicializamos

fo = f(a) = —0.28172

fp = f(b) = 2.3891.
Primeira iteragéo:
Comob—a=1>0.2 =24, calculamos:

m =1.1055.
fm = —0.19028.

Como f,fy > 0, definimos

y/ 15 2
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Segunda iteracao:

Como
b—a=0.89452 > 0.2 = 2/,
e
|fm] = 0.19028 > 0.1 = ¢,
calculamos:
m=1.1715.
fm = — 0.11620.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 20/28



Segunda iteracao: 6
Como

b— a=0.89452 > 0.2 = 25,

e
|fm] = 0.19028 > 0.1 = ¢,
calculamos:
m=1.1715.
fm =—0.11620.

Como f,fy > 0, definimos
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Terceira iteracao:

Como
b—a=0.82853 > 0.2 = 24,
e
|fn| = 0.11620 > 0.1 = ¢,
calculamos:
m =1.2099.
fm = — 0.066646.
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Terceira iteragao:

Como
b—a=0.82853 > 0.2 = 24,
e
|fn| = 0.11620 > 0.1 = ¢,
calculamos:
m =1.2099.
fm = — 0.066646.

Como fafy, > 0, definimos
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Quarta iteracao:
Como

b—a=0.79010 > 0.2 = 2,

mas
|| = 0.066646 < 0.1 = ¢,

terminamos as interagodes.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 22/28



Quarta iteracao:
Como

b—a=0.79010 > 0.2 = 2,

|| = 0.066646 < 0.1 = ,

terminamos as interagodes.
A aproximagao para a raiz é

x =1.2099,

f(X) = —0.066646.
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje iniciamos o estudo dos métodos numéricos para
aproximar a raiz real x* de uma funcao real f, isto é,

f(x*) = 0.
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje iniciamos o estudo dos métodos numéricos para
aproximar a raiz real x* de uma funcao real f, isto é,

f(x*) = 0.

Baseado no teorema do valor intermediario, apresentamos os
métodos da bissecgao e da posicao falsa.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje iniciamos o estudo dos métodos numéricos para
aproximar a raiz real x* de uma funcao real f, isto é,

f(x*) = 0.

Baseado no teorema do valor intermediario, apresentamos os
métodos da bissecgao e da posicao falsa.

Em termos gerais, ambos os métodos trabalham com um intervalo
fechado que contém a raiz. O intervalo € dividido pela metade a
cada iteracao do método da bissecgdo. No método da posicao falsa,
o intervalo é dividido usando a reta que passa pelos pontos (a, f(a))
e (b, f(b)).

Muito grato pela atencao!
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