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Introducao

Na aula anterior, apresentamos os métodos iterativos de Jacobi e
Gauss-Seidel para a solugao de um sistema linear

Ax =b,

em que A € R™" & uma matriz ndo-singular (supostamente
esparsa) tal que a;; # O paratodoi=1,...,n.
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Introducao

Na aula anterior, apresentamos os métodos iterativos de Jacobi e
Gauss-Seidel para a solugao de um sistema linear

Ax =b,

em que A € R™" & uma matriz ndo-singular (supostamente
esparsa) tal que a;; # O paratodoi=1,...,n.

Na aula de hoje discutiremos a convergéncia desses métodos.

Para tanto, apresentaremos uma formulacao matricial para esses
dois métodos iterativos.
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-
Método de Jacobi

Dada uma aproximagao inicial x(©) para a solugéo do sistema
Ax = b, o método de Jacobi define a sequéncia de vetores
{x()},~, através da seguinte relagéo de recorréncia:

X1(k+1) = (b1 — (a12X2(k) +. ot anxy))) Jann,
X2(k+1) = (b2 — (@21 X1(k) +. o+ anx))) Jaze,

XU _ (bn — (amxM + .+ an,an,(,ﬂ)) /@nn;

\

parak =0,1,....
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A relagao de recorréncia, porém, pode ser escrita como:

(k)

811X1(k+1) = by — (312X2 + ...+ a1nX,£,k)),
k+1) (k)

k
322X2( =b, — (821X1 + ...+ aan,(, )),

ananngﬂ) = by — (an1 X1(k) T+ an7n*1xr(7,:)1)'
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A relagao de recorréncia, porém, pode ser escrita como:

(k)

k+1 k
811X1( )=b1—(a12X2 +...+a1nx,§, )),

azzxz(k+1) = by — (821X1(k) +... .+ aan,(,k)),

D~ by — (am

k
annXp +.o 517,77,7,1x,(,_)1 ).

Usando uma notacao matricial, temos

Dx*+1) = p — Mx,

em que
ai 0 ap ain
D— daoo e M- 3?1 0 . a?n
@nn anm  an 0
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Forma Matricial do Método de Jacobi

Portanto, podemos escrever o método de Jacobi na forma matricial:
x5 —p~ b —Mx®) k=0,1,...,
em que

ai

. aop
D = diag (a1, @2, ...,anm) =

€ a matriz diagonal com os elementos a;; e

0 ai ... ain

ay 0 azn
M=A-D-= .

an‘| an2 O
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Método de Gauss-Seidel

Dada uma aproximagao inicial x(©) para a solugéo do sistema
Ax = b, 0 método de Gauss-Seidel define {x(¥)},- através da
seguinte relagdo de recorréncia para k = 0,1,.. .

X1(k+1) = (b1 — (312X2(k) Tt a1,,x,(,k))> /a1,

XKD = (b — (apxFY 4 aznxr(,k))> /@22,

\Xr(7K+1) = (bn — (am X1(k+1) T 8nn-1X, (k+ )> /ann-
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Colocando os termos x\**" ... x¥*") do lado esquerdo das
equacles, temos:
% k+1 k k
311X1( ) =b1—(a12xé)+...+a1,,x,(,)),
k+1 k+1 k k
321X1( ) + 322X2( ) = by — (823X?() ) + ...+ aan,g, )),
1 ket k+1 (k k
3/1X1( ) + ...+ a,-,-x,.( ) = b — (a,~7,-+1x,.(+% + ...+ a,-,,x,(, )),
kan‘] X1(k+1) + ...+ annxrgk+1) = bn.
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Colocando os termos x\**" ... x¥*") do lado esquerdo das
equacles, temos:
g K41 K K
311X1(+) =b1—(a12xé)+...+a1,,x,(,)),
k41 k+1 k k
321X1( * )+822X2( +1) =b2—(a23x3( )+...+ag,,x,(,)),
1 ket k+1 - (k k
3/1X1( A + ...+ a,-,-x,.( +1) = b — (a,~7,-+1x,.(+% + ...+ a,-,,x,(, )),
kan‘] X1(k+1) + ...+ annxrgk+1) = bn.
Equivalentemente, temos Lx(**") — b — Ux®) para k = 0,1,..., com
ai 0 aip ... Ain
doy  ao 0 0 ... aon
L= . . e U= )
ani danp2 ... ann o o0 ... O
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e
Forma Matricial do Método de Gauss-Seidel

Podemos escrever o método de Gauss-Seidel na forma matricial:
xk+D) — L' b —UxW) k=0,1,...,

em que
art

azy a2

L= . )

anm an2 ... @

€ uma matriz triangular inferior e

0 ap ... ain
0 0 ... dop

U=A-L=|. . | I
0 O 0

é triangular superior.
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Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel ndo convergem sempre para
a solucao do sistema Ax = b.

Exemplo 1

Ambos os métodos divergem quando aplicados para resolver o
sistema linear Ax = b em que
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Com efeito, as 20 primeiras iteracdes do método de Gauss-Seidel,
com x(© = [0,0]7, corresponde & sequéncia de pontos vermelhos
mostrados na figura abaixo:
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-
Convergéncia dos Métodos lterativos

Ambos os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel podem ser escritos na
forma matricial como

xkD —cx® + g, parak=0,1,...,

em que x* = Cx* + g se, e somente se, Ax* = b.
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-
Convergéncia dos Métodos lterativos

Ambos os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel podem ser escritos na
forma matricial como

x5 —cx® + g, parak=0,1,..

*

em que x* = Cx* + g se, e somente se, Ax* = b.

No método de Jacobi, temos:

x5+ —p~'(b — Mx®) = —D~'"Mx*®) + Db .
—_—— ——
Cc g
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-
Convergéncia dos Métodos lterativos

Ambos os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel podem ser escritos na
forma matricial como

xkD —cx® + g, parak=0,1,...,

em que x* = Cx* + g se, e somente se, Ax* = b.

No método de Jacobi, temos:

x5+ —p~'(b — Mx®) = —D~'"Mx*®) + Db .
—_—— ——
Cc g

No método de Gauss-Seidel, temos:

xEHD) — L= (b — Ux®)) = —L7Ux® + L7 "b .
~— ~——
C g
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A diferenga entre duas iteragées consecutivas do método
xk+1 — cx® + g, k > 1, satisfaz

xk+1) _ gl = (c,((k) n g) _ (CX(k—n n g> = c(x® — x(k=1)y,
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A diferenga entre duas iteragées consecutivas do método
xk+1 — cx® + g, k > 1, satisfaz

xk+1) _ gl = (c,((k) n g) _ (CX(k—n n g> = c(x® — x(k=1)y,

Vamos denotar d¢+1) = x(k+1) _ x(k)  Assim, temos

dkt) =cd®, k=o.
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A diferenga entre duas iteragées consecutivas do método
xk+1 — cx® + g, k > 1, satisfaz

xk+1) _ gl = (c,((k) n g) _ (CX(k—n n g> = c(x® — x(k=1)y,

Vamos denotar d¢+1) = x(k+1) _ x(k)  Assim, temos

dkt) =cd®, k=o.

Note que a sequéncia x(©,x(") ... converge se

plk+1) max {d** Y} -0 quando k — .
i=1,...,n
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Pela desigualdade triangular, a i-ésima componente de d*+1), que
é igual & CdW, satisfaz

n n
k+1 k
o) = Y e < Y
=1

Sieilld®), i=1,....n.
Jj=1

Portanto, tomando D*) — _max {|d"}}, temos
N

k+1))}< max {Zcud }

Je il

pois |dj(k)| < D% paratodoj=1,...,n

DK+ — “max {

i=1,...,n

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 13/22



Tomando
n

= C“
v .I?axn 2 ‘ lj‘ )

i=1,..., =
e aplicando k-vezes a inequagao, concluimos que

D(k+1) < ’}/D(k) <’72D(k_1) <., <’}/kD(1)
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Tomando
n

= C“
v .I?axn 2 ‘ lj‘ )

i=1,..., =
e aplicando k-vezes a inequagao, concluimos que

D(k+1) < ’}/D(k) <’72D(k_1) <., <’}/kD(1)

Concluindo, se

n
v = max_ Z|C,, <1 < Z|C,-j|<1,Vi=1,
=

entao

pk+1) max {x* — x|y - 0 quando k — oo,
i

ou seja, o método iterativo converge!
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Critério de Convergéncia

O seguinte teorema estabelece um critério de convergéncia para os
métodos iterativos (incluindo Jacobi e Gauss-Seidel) definidos pela
equacao

xk —cxk +g, k=0,

independentemente da aproximacao inicial x(.

Teorema 2 (Critério de Convergéncia)

A sequéncia
xk+D —cx® g, vk=0,1,...,

converge para x* = Cx* + g se

n
Mlegl <1, ¥i=1,...,n.
j=1
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No método de Jacobi, temos

0 & ain
a 36 1 211
21 @2n

C-— ary T ax
am  am 0
ann ann U
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No método de Jacobi, temos

0 & ain
a 36 1 211
21 @2n

C-— ary T ax
am  am 0
ann ann U

Portanto, garantimos a convergéncia do método se

aji .
<1, Vi=1,...,n,
, aji

J#i

ou, equivalentemente,

Dllagl < lail, Vi=1,....n.
J#i
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No método de Jacobi, temos

0 & ain
a 36 1 211
21 @2n

C-— ary T ax
am  am 0
ann ann U

Portanto, garantimos a convergéncia do método se

aji .
<1, Vi=1,...,n,
, aji

J#i

ou, equivalentemente,

Dllagl < lail, Vi=1,....n.
J#i

Em palavras, o método de Jacobi converge se a matriz A é
diagonalmente estritamente dominante.
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Definicao 3 (Matriz com Diagonal Estritamente Dominante)

Dizemos que A € R™" é uma matriz diagonalmente estritamente
dominante se

|aii| >Z|aij!, Vi=1,...,n.
J#i

Exemplo 4

Determine quais matrizes sao diagonalmente estritamente
dominante:

2 -1 0 7 2 0 6 4 -3
A=(|-1 2 -1, B=|3 5 -1 e C=|4 -2 0]
o -1 2 0 5 -6 -3 0 1
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Definicao 3 (Matriz com Diagonal Estritamente Dominante)

Dizemos que A € R™" é uma matriz diagonalmente estritamente
dominante se

|aii| >Z|aij!, Vi=1,...,n.
J#i

Exemplo 4

Determine quais matrizes sao diagonalmente estritamente
dominante:

2 -1 0 7 2 0 6 4 -3
A=(|-1 2 -1, B=|3 5 -1 e C=|4 -2 0]
o -1 2 0 5 -6 -3 0 1

Resposta: Somente B é diagonalmente estritamente dominante.
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Critério das Linhas

Pode-se mostrar que, se A é diagonalmente estritamente
dominante, entdo o método de Gauss-Seidel também converge.

Teorema 5 (Critério das Linhas)

Considere o sistema linear Ax = b. Se a matriz A é diagonalmente
estritamente dominante, ou seja,

Mlagl | <1, ¥i=1,....n,

II| ]74-/

entdo ambos os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel geram uma

sequéncia que converge para a solugdo do sistema linear
independentemente da aproximagao inicial x© .
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e
Critério de Sassenfeld

Analogamente, considerando a matriz C = —L~'U, encontramos a
seguinte condicao suficiente para a convergéncia do método de
Gauss-Seidel:

Teorema 6 (Critério de Sassenfeld)

Considere o sistema linear Ax = b. Se
n
Pi = ,a| Z|au|5/ Z laj| | <1, Vi=1,....n
j=i+1

entdo o método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia {x*)} que
converge para a solugdo do sistema linear independentemente da
aproximagao inicial x(©).
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Exemplo 7

Verifique se o critério das linhas € valido para o sistema linear

3X4 +X3 = 3
X1 —Xo = 1
3X1 +Xo +2x3 = 9
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————
Exemplo 7

Verifique se o critério das linhas € valido para o sistema linear

3X4 +X3 = 3
X1 —Xo = 1
3X1 +Xo +2x3 = 9

Resposta: No critério das linhas, determinamos

1 1 1

o —m(’amlﬂam!)—§(0+1)—§<17 v
1 1

ag = —— (@] +azl) = 7(1+0) =1 £1.

EX

Logo, o critério das linhas ndo vale para esse sistema linear!
Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel podem ou nao convergir
nesse caso!
20/ 22
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————
Exemplo 8

Verifique se o critério de Sassenfeld é vélido para o sistema linear

3X1 +x3 = 3
X1 —Xo = 1
3X1 +Xo +2x3 = 9
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————
Exemplo 8

Verifique se o critério de Sassenfeld é vélido para o sistema linear

3X1 +x3 = 3
X1 —Xo = 1
3X1 +Xo +2x3 = 9

Resposta: No critério de Sassenfeld, determinamos

1 1 1
- —l041)= 2 <1
51 |a11|(\312|+\313\) 3( +1) <1 v
1 1 1
- SLIPTLEY L
B2 |322|(|321|51+\323D 1( 3+0) z<1 v
1 1 1 1 2
12) =< <1
B3 = 203 |(|331|51+|332|52) 2(33+ 3) s <1 v

Logo, o critério de Sassenfeld é satisfeito!
O método de Gauss-Seidel certamente converge nesse caso.
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos uma formulagéo matricial para os
métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel.
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos uma formulagéo matricial para os
métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel.

Posteriormente, discutimos critérios de convergéncia para os dois
métodos!
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos uma formulagéo matricial para os
métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel.

Posteriormente, discutimos critérios de convergéncia para os dois
métodos!

Destacamos os critérios apresentados sao condi¢des suficientes,
mas nao necessaria, para a convergéncia. Em outras palavras, o
método converge se o critério for satisfeito. Nada podemos dizer
sobre a convergéncia se o critério nao for satisfeito.

Muito grato pela atengao!
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