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-
Introducao

Uma matriz A € dita esparsa se possui uma quantidade
relativamente pequena de elementos ndo-nulos.
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relativamente pequena de elementos ndo-nulos.

Matrizes esparsas aparecem em muitas areas como teoria dos
grafos e resolucao numérica de equacoes diferenciais.
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Introducao

Uma matriz A € dita esparsa se possui uma quantidade
relativamente pequena de elementos ndo-nulos.

Matrizes esparsas aparecem em muitas dreas como teoria dos
grafos e resolucao numérica de equacoes diferenciais.

Exemplos incluem:

* O Google trabalha com matrizes gigantescas contendo
informagdes dos links das paginas na internet. Essas matrizes
geralmente sdo esparsas e algumas delas possuem
aproximadamente 10 elementos n&o-nulos por linha ou coluna. A
multiplicagdo dessas matrizes por um vetor requer
aproximadamente 20n operagdes aritméticas, em que n denota a
dimensao do vetor.

* A cupula geodésica.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 2/18



-
Cupula Geodésica

Richard Buckminster (Bucky) Fuller desenvolveu estruturas
chamadas cupulas ou domos geodésicos.

(“Biosphére Montréal” by Cédric THEVENET.

https://en.wikipedia.org/wiki/Buckminster_Fuller#/media/File:Biosphére_Montreéal. jpg)
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A cupula geodésica aparece também na molécula de carbono e na
bola de futebol.

("C60a"uploaded by Bryn C at en.wikipedia.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:C60a.png#/media/File:C60a.png)

Esta cupula corresponde a uma forma de carbono pura com 60

atomos.
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Os pontos na cupula geodésica estdo distribuidos de modo que a
distancia de um ponto com seus trés vizinhos é a mesma.
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Os pontos na cupula geodésica estdo distribuidos de modo que a
distancia de um ponto com seus trés vizinhos é a mesma.

A matriz de adjacéncia B € R®0*60 mostrada abaixo é simétrica e
possui 3 elementos nao-nulos por linha ou coluna, totalizando 180
elementos nao-nulos.

L L L L L L}
0 10 20 30 40 50 60
nz =180

O produto Bx requer 5 x 60 operacdes aritméticas.
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A fatoracdo LU de B fornece os fatores mostrados abaixo:

40

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

nz =451 nz=419

~ AN )
" "
L U

O numero total de elementos ndo-nulos nos fatores L e U sdo 451 e
419, respectivamente.
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A fatoracdo LU de B fornece os fatores mostrados abaixo:

40

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
nz =451 nz=419

" "

L U

O numero total de elementos ndo-nulos nos fatores L e U sdo 451 e
419, respectivamente.

O numero de operagdes efetuadas para determinar L e U foi
aproximadamente 1.4 x 10° (fatoragdo LU sem adaptagoes).
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Um sistema linear Ax = b, em que A € R & uma matriz
nao-singular esparsa, pode ser resolvido usando um método
iterativo que efetua apenas o produto matriz-vetor Ax.
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Um sistema linear Ax = b, em que A € R & uma matriz
nao-singular esparsa, pode ser resolvido usando um método
iterativo que efetua apenas o produto matriz-vetor Ax.

Tais métodos iterativos preservam a estrutura esparsa da matriz e,
portanto, efetuam menos operagdes e consomem menos espago na
memoria.
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Um sistema linear Ax = b, em que A € R & uma matriz
nao-singular esparsa, pode ser resolvido usando um método
iterativo que efetua apenas o produto matriz-vetor Ax.

Tais métodos iterativos preservam a estrutura esparsa da matriz e,
portanto, efetuam menos operagdes e consomem menos espago na
memoria.

Existem muitos métodos eficientes na literatura que vao além da
ementa desse curso.
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Um sistema linear Ax = b, em que A € R & uma matriz
nao-singular esparsa, pode ser resolvido usando um método
iterativo que efetua apenas o produto matriz-vetor Ax.

Tais métodos iterativos preservam a estrutura esparsa da matriz e,
portanto, efetuam menos operagdes e consomem menos espago na
memoria.

Existem muitos métodos eficientes na literatura que vao além da
ementa desse curso.

Na aula de hoje, veremos o método de (Gauss-)Jacobi e
Gauss-Seidel.
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-
Motivacao para o Método de Jacobi

Considere um sistema linear Ax = b, em que A é uma matriz
ndo-singular (supostamente esparsa) com a; # 0,Vi=1,...,n.
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-
Motivacao para o Método de Jacobi

Considere um sistema linear Ax = b, em que A é uma matriz
ndo-singular (supostamente esparsa) com a; # 0,Vi=1,...,n.

Isolando x; de cada linha, escrevemos o sistema linear

aq1 Xy + ai2Xo + ...+ @inXn = b1,
801X1 + @ooXo + ...+ 8onXp = bo,

amX1 + anpeXo + ... + @nnXn = bp,

como
Xy = (b1 — (812X2 + ...+ a1,,x,,))/a11,

Xo = (ba — (81X1 + ... + @2nXp)) /@02,

Xn = (bn - (an1X1 +...+ an,n71xnf1)) /ann-
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Método de Jacobi

Dada uma aproximagao inicial x(©) para a solugéo do sistema
Ax = b, 0 método de Jacobi define a sequéncia de vetores
{x(M)1,- o através da seguinte relagdo de recorréncia:

V= (b —(

Xk (bn iy

\

para k =0,1,....

Observacgao

( (k+1

X1( ) = (b — (@12X%,
(k+1

Xo

agi Xy

an1 X1

4+ a1an(7k)) /ai,

(k) + ...+ aan,gk)) /322,

(9 +.o an,n—1xr(,li)1 )) /@nn;

Para aplicar o método de Jacobi, devemos ter a;; # 0, para todo i.
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Exemplo 1

Use o método de Jacobi, com aproximagéo inicial x(©) = [0,0]7,
para determinar a solugéo do sistema linear

2X1 + Xo = 1,
3x1 +4x0 = —1.
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Exemplo 1

Use o método de Jacobi, com aproximagéo inicial x(©) = [0,0]7,
para determinar a solugcédo do sistema linear

2X1 + Xo = 1,
3X1 +4X2=—1.

Na segunda iteragéo, encontramos

2 1
{X‘Ezi - 31— >>(1=) 20+5) =3
A =41 -0 = § (-1-3) - -
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Exemplo 1

Use o método de Jacobi, com aproximagéo inicial x(©) = [0,0]7,
para determinar a solugcédo do sistema linear

2X1 + Xo = 1,
3X1 +4X2=—1.

Na terceira iteracédo, encontramos

3 2
{xfs)= (1= =4 (
X =11 —3x®y =1 (=

A==
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Critério de Parada

Além do numero maximo de iteragdes, usamos a diferenca entre
duas iteracdes consecutivas como critério de parada do método de
Jacobi.
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Critério de Parada

Além do numero maximo de iteragdes, usamos a diferenca entre
duas iteracdes consecutivas como critério de parada do método de
Jacobi.

Formalmente, paramos as iteragées quando a diferenga relativa de
duas iteracdes consecutivas satisfaz

max{|x* —x"|i=1,... n}
max{|x"* V| i=1,... n}

em que 7 > 0 é uma certa tolerancia.

Dr:

xx 5
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Critério de Parada

Além do numero maximo de iteragdes, usamos a diferenca entre
duas iteracdes consecutivas como critério de parada do método de
Jacobi.

Formalmente, paramos as iteragées quando a diferenga relativa de
duas iteracdes consecutivas satisfaz

max{|x* —x"|i=1,... n}
max{|x* V| i =1, n}

em que 7 > 0 é uma certa tolerancia.

Dr:

N

De forma alternativa, podemos escrever:
HX (k+1) k)H

x ,

' Ix k+1)Hoo

em que |V|, = max;—1,_. n{|vi|} € uma norma vetorial.
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Exemplo 2 (Revisado com critério de parada)

Use o método de Jacobi, com aproximagéo inicial x(© = [0,0]"
7 = 10~* como critério de parada, para determinar a solugéo do

sistema linear
{2X1 +Xx0 =1,

3X1 +4X2 =—1.

Na primeira iteragdo, encontramos

1 0
{x§>=;<1—x£>>=;
1 _ 1

4

0 1
Xo ' = z(—1— 3x1( )) =—z
com 3 ’
5 max{lf-oLIg -0y 3
- 1=t 1
max{lgla\ ) |} 2
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Exemplo 2 (Revisado com critério de parada)

Use o método de Jacobi, com aproximagcéo inicial x© = [0,0]" e
7 = 10~* como critério de parada, para determinar a solugéo do
sistema linear

2X1 + Xo = 1,
3X1 +4X2=—1.

Na segunda iteragéo, encontramos

com

12/18

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico



Exemplo 2 (Revisado com critério de parada)

Use o método de Jacobi, com aproximagcéo inicial x© = [0, 0]
7 = 10~* como critério de parada, para determinar a solugéo do

sistema linear
{2X1 + Xo = 1,

3x1 +4x> = —1.

Na terceira iteracédo, encontramos

o) iy -
=it = (1 -30) - -
com
MLLCUTE B NS S T IR
max{|=2, |2}  28/16 28

12/18
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Exemplo 2 (Revisado com critério de parada)

Use o método de Jacobi, com aproximagcao inicial x® = [0,0]7 e
7 = 10~* como critério de parada, para determinar a solugéo do

sistema linear
2x1 +Xxo =1,
3x1 +4x0 = —1.

Na iteracado 19, encontramos
x\19 = 11— x{'®) = 0.9999
)19 = 11 —3x{"®) = —0.9999

= NO[=

com
D, =7.3x107°.
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Geometricamente, o método de Jacobi produz a sequéncia de
pontos vermelhos que convergem para (1, —1).

I

-3

0

0.5

1 1.5 2

As linhas azul e verde correspondem as duas equacgdes do sistema

linear.
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-
Motivacao para o Método de Gauss-Seidel

Considere um sistema linear Ax = b, em que A é uma matriz
ndo-singular (supostamente esparsa) com a; # 0,Vi=1,...,n.
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Motivacao para o Método de Gauss-Seidel

Considere um sistema linear Ax = b, em que A é uma matriz
ndo-singular (supostamente esparsa) com a; # 0,Vi=1,...,n.

No método de Jacobi, dado x(©), definimos

X1(k+1) = (b — (312X2( ) .+ a1,,x,(, )) /811,
X2(k+1) = (b2 — (321X(k) + apnx 1Y) /ase,
(k“) (b — (amx + ). + anp X )) /ann,
Note que xj(k”) € determinando usando x , para i < j!
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Motivacao para o Método de Gauss-Seidel

Considere um sistema linear Ax = b, em que A é uma matriz
ndo-singular (supostamente esparsa) com a; # 0,Vi=1,...,n.

No método de Jacobi, dado x(©), definimos

X1(k+1) = (b1 — (312X2( ) Tt a Xr(lk)) /a1,

X2(k+1): by — (321X1(k) .+ aonp Xn ) /322,

(k+1) (b *(an1x1() JFann 1X( )) /anna

(k+1) -

Note que X; € determinando usando x , para i < j!

N?{ rr11étodo de Gauss-Seidel, utiIiz?rq-se os valores atualizados
x* para i < j, no calculo de xj( *
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Método de Gauss-Seidel

Dada uma aproximagao inicial x(©) para a solugéo do sistema
Ax = b, 0 método de Gauss-Seidel define {x()},~, através da
seguinte relacao de recorréncia para k = 0,1, .. .:

(k1) _ by — (a12x2(k) +..F a1an(1k))> /a1,

1

xﬁkm <bn (an1x1(k+1)+...+an,nf1xr(7/i+11)))/a””’
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Método de Gauss-Seidel

Dada uma aproximagao inicial x(©) para a solugéo do sistema
Ax = b, 0 método de Gauss-Seidel define {x()},~, através da
seguinte relacao de recorréncia para k = 0,1, .. .:

1(k+1> — (by — (a2 + ...+ a1an(7k))> /ait,

x,Sk“’ (bn — (@mx* an,nqxg’iﬁ”)) Jann,

Tal como no método de Jacobi, a diferencga relativa

max{|x ) — <k>yi—1 !

max{| x| i=1,... n}

€ usado como critério de parada com tolerancia 7 > 0.
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Exemplo 3

Use o método de Gauss-Seidel, com aproximagao inicial

x(® =1[0,0]" e 7 = 10~* como critério de parada, para determinar a

solugao do sistema linear

2X1 + Xo =1,
3x1 +4x> = —1.

Na primeira iteragdo, encontramos

com
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Exemplo 3

Use o método de Gauss-Seidel, com aproximagao inicial
x(® =0,0]" e 7 = 10~* como critério de parada, para determinar a
solugao do sistema linear

2X1 + X0 =1,
3X1 +4X2=—1.

Na segunda iteracdo, encontramos

{X1(2) —30-x"=1(1+3) =%,
X2 =11 —3x®y =1 (-1 -318) = _55
com
D, - max{| 1 — ,| |7 —sl_ 516 _ 4
max{|13], |88} ~  55/64 11
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Exemplo 3

Use o método de Gauss-Seidel, com aproximagao inicial
x(® =0,0]" e 7 = 10~* como critério de parada, para determinar a
solugao do sistema linear

2X1 + X0 =1,
3X1 +4X2=—1.

Na terceira iteragdo, encontramos

(1 —x<2>>(—) 2018 = 128
119 485
(=1 _3X1 ) =3 (-1-3:3%) = 55

—
w w
L &2

[

A==

com 119 —485 55
D, — max{| 125 _*| 1512 — s} _ 12
r= 4 o1

maX{H;g\ | 5185’} Bl
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Exemplo 3

Use o método de Gauss-Seidel, com aproximacao inicial
x(® = [0,0]" e 7 = 10~* como critério de parada, para determinar a

solucao do sistema linear

2x1 +Xxo =1,
3x1 +4x0 = —1.

Na iteragdo 11, encontramos
X\ = 11— x{1%) = 0.9999
) = 1(=1 = 3x{") = —0.9999

Bl= N[

com
Dr=46x 1075,
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Geometricamente, o método de Gauss-Seidel produz a sequéncia
de pontos vermelhos que convergem para (1, —1).

I

-3

0

0.5

1 1.5 2

As linhas azul e verde correspondem as duas equacgdes do sistema

linear.
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Consideracgdes Finais

Os métodos iterativos, que geralmente ndo modificam
significativamente a estrutura da matriz A, possuem papel
importante na resolucdo de sistemas lineares principalmente
quando A é esparsa.
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Na aula de hoje apresentamos os métodos iterativos de Jacobi e
Gauss-Seidel.
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-
Consideracgdes Finais

Os métodos iterativos, que geralmente ndo modificam
significativamente a estrutura da matriz A, possuem papel
importante na resolucdo de sistemas lineares principalmente
quando A é esparsa.

Na aula de hoje apresentamos os métodos iterativos de Jacobi e
Gauss-Seidel.

O método de Gauss-Seidel é, evidentemente, superior ao método
de Jacobi! Contudo, o método de Jacobi pode ser interessante se
implementado usando computagéao paralela!
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-
Consideracgdes Finais

Os métodos iterativos, que geralmente ndo modificam
significativamente a estrutura da matriz A, possuem papel
importante na resolucdo de sistemas lineares principalmente
quando A é esparsa.

Na aula de hoje apresentamos os métodos iterativos de Jacobi e
Gauss-Seidel.

O método de Gauss-Seidel é, evidentemente, superior ao método
de Jacobi! Contudo, o método de Jacobi pode ser interessante se
implementado usando computagéao paralela!

Na proxima aula discutiremos a convergéncia desses métodos.

[ Muito grato pela atencao! ]
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