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Aula 05 — Pivoteamento Parcial
na Eliminacdo de Gauss e na Fatoragéo LU.
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Na aula anterior, apresentamos o método da eliminagdo de Gauss
e, equivalentemente, a fatoracao LU.
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Na aula anterior, apresentamos o método da eliminagdo de Gauss
e, equivalentemente, a fatoracao LU.

No método da eliminacao de Gauss, operacoes elementares sao
usadas para transformar um sistema linear Ax = b num sistema
equivalente Ux = ¢, em que U é uma matriz triangular superior.
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Na aula anterior, apresentamos o método da eliminagdo de Gauss
e, equivalentemente, a fatoracao LU.

No método da eliminacao de Gauss, operacoes elementares sao
usadas para transformar um sistema linear Ax = b num sistema
equivalente Ux = ¢, em que U é uma matriz triangular superior.

Organizando os multiplicadores usados na eliminagao de Gauss,
obtemos uma matriz L triangular inferior com diagonal unitaria tal
que A = LU, chamada fatoracao LU de A.
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Organizando os multiplicadores usados na eliminagao de Gauss,
obtemos uma matriz L triangular inferior com diagonal unitaria tal
que A = LU, chamada fatoracao LU de A.

Tanto a eliminagio de Gauss como a fatoragdo LU requerem O(n®)
operacoes, em que n é a dimensao do sistema Ax = b.
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Na aula anterior, apresentamos o método da eliminagdo de Gauss
e, equivalentemente, a fatoracao LU.

No método da eliminacao de Gauss, operacoes elementares sao
usadas para transformar um sistema linear Ax = b num sistema
equivalente Ux = ¢, em que U é uma matriz triangular superior.

Organizando os multiplicadores usados na eliminagao de Gauss,
obtemos uma matriz L triangular inferior com diagonal unitaria tal
que A = LU, chamada fatoracao LU de A.

Tanto a eliminagio de Gauss como a fatoragdo LU requerem O(n®)
operacoes, em que n é a dimensao do sistema Ax = b.

Na aula de hoje, veremos um problema que surge na eliminagdo de
Gauss/fatoracdo LU e apresentaremos a técnica de pivoteamento
parcial como alternativa para evitar tal problema.
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Falha na Eliminacado de Gauss/Fatoracao LU

No método da elimina¢do de Gauss/fatoragao LU, inicialmente
escrevemos A® = Ae b(® — b,
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Falha na Eliminacado de Gauss/Fatoracao LU

No método da elimina¢do de Gauss/fatoragao LU, inicialmente
escrevemos A® = Ae b(® — b,

No j-ésimo estagio, definimos

al™"

my = al(/H)’ b,g) = be) - m,-jb/(f*” e a,(j) = a,(.H) - m,-,-a/(-H),
/)

parai=j+1,... n.
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Falha na Eliminacado de Gauss/Fatoracao LU

No método da elimina¢do de Gauss/fatoragao LU, inicialmente
escrevemos A® = Ae b(® — b,

No j-ésimo estagio, definimos

U-1
ajj ' j—1 1 ' —1 —1
mj =~ b)) =6/ —mp?V e a)) —al™" - myal ",
a’
i
parai=j+1,....n

Observe que o multiplicador mj;, que sera um elemento da matriz L
da fatoragao LU, requer uma divisao por a](-jf’”, chamado pivé.
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Falha na Eliminacado de Gauss/Fatoracao LU

No método da elimina¢do de Gauss/fatoragao LU, inicialmente
escrevemos A® = Ae b(® — b,

No j-ésimo estagio, definimos

U-1
ajj ' j—1 1 ' —1 —1
mj =~ b)) =6/ —mp?V e a)) —al™" - myal ",
a’
i
parai=j+1,....n

Observe que o multiplicador mj;, que sera um elemento da matriz L
da fatoragao LU, requer uma divisao por a](-jf’”, chamado pivé.

O método ira falhar se em algum estégio o pivé € nulo, ou seja, se
=1 _
aj = 0!
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Exemplo 1

Considere o sistema linear Ax = b, em que A e b séo

S

A (Unica) solugéo do sistema é x* = |1 1]T.
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Exemplo 1

Considere o sistema linear Ax = b, em que A e b séo

S

. ~ : . T . ~ .
A (Unica) solucdo do sistema é x* = [1 1] . Porém, ndo é possivel
determina-la usando o método da eliminagao de Gauss.
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Exemplo 1

Considere o sistema linear Ax = b, em que A e b séo

0 1 1
] el
A (Unica) solugéo do sistema é x* = |1 1]T. Porém, n&o é possivel

determina-la usando o método da eliminagao de Gauss. De fato, no
primeiro estagio deveriamos calcular

aoq

moy = )
a1

mas o denominador é zero! Logo, o método da eliminagcéao de
Gauss falha.
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Exemplo 1

Considere o sistema linear Ax = b, em que A e b séo

0 1 1
] el
A (Unica) solugéo do sistema é x* = |1 1]T. Porém, n&o é possivel

determina-la usando o método da eliminagao de Gauss. De fato, no
primeiro estagio deveriamos calcular

aoq

moy = )
a1

mas o denominador é zero! Logo, o método da eliminagcéao de
Gauss falha.

O ponto positivo € que temos um diagndéstico claro do problema:
uma divisao por zero!

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 4/14



Pivoteamento Parcial

Pivoteamento parcial

Na estratégia de pivoteamento parcial, antes de iniciar o j-ésimo
estagio, permutam-se linhas da matriz AY~") de modo a obter

—1 —1 .
|a](j! )Izlal(-j! N, Vi=j,...,n.
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Pivoteamento Parcial

Pivoteamento parcial

Na estratégia de pivoteamento parcial, antes de iniciar o j-ésimo
estagio, permutam-se linhas da matriz AY~") de modo a obter

—1 1 .
|a](j! )|>|a,(-j! )\, Vi=j,...,n.

Em palavras, o pivd é escolhido como sendo um dos elementos de
maior valor absoluto dentre

(=1 U=1) (-1
ai~ " aly.ay
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Pivoteamento Parcial

Pivoteamento parcial

Na estratégia de pivoteamento parcial, antes de iniciar o j-ésimo
estagio, permutam-se linhas da matriz AY~") de modo a obter

—1 1 .
|a](j! )|>|a,(-jf )\, Vi=j,...,n.

Em palavras, o pivd é escolhido como sendo um dos elementos de
maior valor absoluto dentre

1) Q0= -1

gj i1y

Vejamos como incluir a técnica de pivoteamento parcial no método
da elimingao de Gauss.
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Algoritmo da Eliminacao de Gauss
(sem pivoteamento parcial)

Entrada: Matriz ndo-singular A € R"*" e vetor coluna b € R".
paraj =1 até n— 1 faca
parai=j+ 1 até nfaca
ﬂ
aji
° b,' = b,' — m,-jbj.
para k = j + 1 até nfaca
® aik = aik — Mjjajk

.mU:

fim

fim

fim

Resolver Ax = b com substituicdo reversa.
Saida: Solucao do sistema linear.
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Eliminacao de Gauss com Pivoteamento Parcial

Entrada: Matriz ndo-singular A € R"*" e vetor coluna b € R".
paraj=1:n—1faca
* Determine k tal que |axj| = max;—;.n|a;l. (indice do pivd)
e Permute as linhasje kde Aeb.
parai=j+ 1 até nfaca

gjj

j
L b,' = b,' — m,-,-bj.
para k = j + 1 até nfaca
® aik = aik — Myajk

fim

fim

fim
Resolver Ax = b com substituicéo reversa.
Saida: Solucédo do sistema linear.
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Exemplo 2

Use o método da eliminagdo de Gauss com pivoteamento parcial
para determinar a solucéo do sistema Ax = b, em que

ar~L NN =
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Exemplo 2

Use o método da eliminacao de Gauss com pivoteamento parcial
para determinar a solu¢do do sistema Ax = b, em que

1
2
4
5
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————
Exemplo 2

Use o método da eliminacao de Gauss com pivoteamento parcial
para determinar a solucdo do sistema Ax = b, em que

e b=

oo~ N

10 1
3 1 2
S5 4
9 8 5

NN W=

Introduzir zeros abaixo do pivé:
moq = 1/2, msy = 1/4 e My = 3/4

8 7 9 5

0 —1/2 —-3/2 -3/2

0 —3/4 —5/4 —5/4
0 7/4 9/4 17/4

A — b)) _

nNDNO oM
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Exemplo 2

Use o método da eliminagao de Gauss com pivoteamento parcial
para determinar a solucao do sistema Ax = b, em que

2 110 1
4 3 3 1 2
A=lg 7 95| P-4
6 7 9 8 5
Permutar a quarta linha com a segunda:
7 9 5
A — b —

-3/4 —5/4 —5/4

8
; 0 7/4 9/4 17/4
0
0 —1/2 —3/2 -3/2

oo P+
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————
Exemplo 2

Use o método da eliminacao de Gauss com pivoteamento parcial
para determinar a solucdo do sistema Ax = b, em que

o oAN
NN W=
© ©w =

Introduzir zeros abaixo do pivé:

Mmgo = —3/7
8 7 9
A2 _ |0 7/4 9/4
0 0 -—2/7
0 0 -6/7

0

1
2
eb=4
5

o o1 =

€ Myo = —2/7

5 4
17/4 @ |2
a7 | € P77 ez

—2/7 4/7
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Exemplo 2

Use o método da eliminacao de Gauss com pivoteamento parcial
para determinar a solu¢do do sistema Ax = b, em que

2110 1

4 3 3 1 2

A=lg 7 95| P-4

6 7 9 8 5

Permutar a quarta linha com a terceira:
8 7 9 5 4
A® _ 0 7/4 9/4 17/4 e B® — 2
0 0 -6/7 -2/7 4/7
0 0 -—-2/7 4/7 6/7
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————
Exemplo 2

Use o método da eliminacao de Gauss com pivoteamento parcial
para determinar a solucdo do sistema Ax = b, em que

2 110 1
4 3 3 1 2
A=lg 7 95| © P-4
6 7 9 8 5
Introduzir zero abaixo do pivé:
m43:1/3.
8 7 9 5 4
_ A3 _ 0 7/4 9/4 17/4 _ KO _ 2
U=A"=10 0 —g7 —2/7| & ©=P" =4y
0 0 0 23 2/3
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Exemplo 2

Use o método da eliminagao de Gauss com pivoteamento parcial
para determinar a solucao do sistema Ax = b, em que

1
2
4
5
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Fatoracdo LU com Pivoteamento Parcial

Os multiplicadores determinados no método da eliminagao de
Gauss com pivoteamento parcial podem ser organizados, com
cuidado devido as permutagdes das linhas, numa matriz L triangular
inferior com diagonal unitaria.
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-
Fatoracdo LU com Pivoteamento Parcial

Os multiplicadores determinados no método da eliminagao de
Gauss com pivoteamento parcial podem ser organizados, com
cuidado devido as permutagdes das linhas, numa matriz L triangular
inferior com diagonal unitéria.

Sobretudo, a matriz original A, a matriz triangular superior U obtida
no final do processo de eliminagdo e a matriz L triangular inferior
com os multiplicadores satisfazem:

PA = LU,
em que P é a matriz de permutagao (obtida permutando linhas da

matriz identidade).
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Exemplo 3

Determine a fatoracédo LU, com pivoteamento parcial, da matriz

1
3
9
9

(o230 o JUN "Nl \V)
NN W=

0

1
5
8
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Exemplo 3

Determine a fatoragcédo LU, com pivoteamento parcial, da matriz

(o230 oI ~Ni \V)

10
3 1
EINS
9 8

N NNW =

Resposta: No primeiro estagio, permutamos a primeira com a
terceira linha. A matriz de permutacéo do primeiro estagio P(") é
obtida efetuando essas operagdes na matriz identidade:
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————
Exemplo 3

Determine a fatora¢do LU, com pivoteamento parcial, da matriz

2110
4 3 3 1
A=1lg 7 9 5
6 7 9 8

Os multiplicadores usados para introduzir zeros abaixo do pivd sao:
moqy = 1/2, mzq = 1/4 e My = 3/4

Organizamos os multiplicadores na matriz

0 000
1/2 0 0 0
1/4 0 0 0
3/4 0 0 0

L) =
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Exemplo 3

Determine a fatoracéao LU, com pivoteamento parcial, da matriz

2110
4 3 3 1
A=lg 7 9 5
6 7 9 8

Definimos também:

7 9 5
—1/2 —3/2 -3/2
—3/4 -5/4 -5/4
7/4  9/4 17/4

u® = A =

O OO
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Exemplo 3

Determine a fatoragao LU, com pivoteamento parcial, da matriz

o o1 =+ O

1
3
9
9

oo AN
NN w =

No estagio 2, permutamos a quarta linha com a segunda. Fazemos
a mesma operacao com P(Y) e L(1), obtendo

0010 0 000
@ _|0 001 “1_[3/4 000
P 1000 ¢t 14 0 0 0

0100 12 0 0 0
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————
Exemplo 3

Determine a fatoragéo LU, com pivoteamento parcial, da matriz

2110
4 3 3 1
8 7 9 5
6 7 9 8

Adicionamos multiplicadores
map = =3/7 € My =-2/7,
usados para introduzir zeros abaixo do pivé na matriz L), obtendo

0 0 00
L2 _ |34 0 00
1/4 —3/7 0 0
1/2 —2/7 0 0
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Exemplo 3

Determine a fatora¢do LU, com pivoteamento parcial, da matriz

8 7 9 5

U _a® _ |0 7/4 9/4 17/4
0 0 -2/7 4)7
0 0 —6/7 —2/7
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Exemplo 3

Determine a fatoragao LU, com pivoteamento parcial, da matriz

oA~ N
o o1 =+ O

1
3
9
9

NN w =

No ultimo estagio, permutamos a quarta linha com a terceira.
Fazendo a mesma operacdo com P e L&), encontramos

0010 0O 0 00
@ _|0 00 1 o _[3/4 0 00
P 0o100| ¢t 12 —2/7 0 0

1000 1/4 —3/7 0 0
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Exemplo 3

Determine a fatoragao LU, com pivoteamento parcial, da matriz

2
4
8
6

o o1 =+ O

1
3
9
9

NNW =

Adicionamos o multiplicador

Mmy3 = 1/3,
em L@ fornecendo

0O 0 0 0
L@ _ |34 0 0 0

12 —2/7 0 0
1/4 —-3/7 1/3 0
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Exemplo 3

Determine a fatoragao LU, com pivoteamento parcial, da matriz
110
3 3 1
7 9 5
7 9 8

Finalmente, definimos P = PG, L = L® + |, ou seja, L é a matriz
L® com 1 na diagonal, e

7 9 5

7/4 9/4 17/4
0 —6/7 -2/7
0o 0 2/3

U=A® =

O O O
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————
Exemplo 3

Determine a fatora¢do LU, com pivoteamento parcial, da matriz

Concluindo, a fatoragédo LU de A com pivoteamento parcial &

- OO0 o
[« Ne N}
(oI - IF A \b)

10
0 1
0 0
0 0

1 1
3 3
7 9
7 9

© o1 = O

1 0 0

V7 0
12 —2/7 1
14 —3/7 1/3

0
0
0
1

[eNeNeie)

7
7/4
0
0

9/4
—6/7

9

0

5

17/4

—2/7|"

2/3

P

A

L

u

Observe que o multiplicador mj;, determinado no processo de
eliminacd@o, ndo aparece necessariamente na posicao (/,) da

matriz L por causa das permutacdes das linhas!
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Teorema 4

Qualquer matriz A € R™" ndo-singular pode ser fatorada como
PA = LU,

em que U é triangular superior, L é triangular inferior com diagonal
unitaria e P é uma matriz de permutagao.
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Teorema 4
Qualquer matriz A € R™" ndo-singular pode ser fatorada como

PA = LU,

em que U é triangular superior, L é triangular inferior com diagonal
unitaria e P é uma matriz de permutagao.

Como consequéncia, tanto a eliminagdo de Gauss como a fatoragéo
LU, ambos com pivoteamento parcial, podem ser usadas para
resolver Ax = b com A n&o-singular.
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Teorema 4
Qualquer matriz A € R™" ndo-singular pode ser fatorada como

PA = LU,

em que U é triangular superior, L é triangular inferior com diagonal
unitaria e P é uma matriz de permutagao.

Como consequéncia, tanto a eliminagdo de Gauss como a fatoragéo
LU, ambos com pivoteamento parcial, podem ser usadas para
resolver Ax = b com A n&o-singular.

Se a matriz A for singular, havera um pivé nulo no processo de
eliminacdo com pivoteamento parcial!
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Comandos da biblioteca NumPy e SciPy

O sistema Ax = b é resolvido usando o comando:
>>> x =np.linalg.solve(A,b)

ou
>>>x = linalg.solve(A,Db)

das bibliotecas NumpPy' e Scipy?. Esses comandos, basicamente,
implementam a elimina¢do de Gauss com pivoteamento parcial.

! import numpy as np
2from scipy import linalg
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Comandos da biblioteca NumPy e SciPy

O sistema Ax = b é resolvido usando o comando:
>>> x =np.linalg.solve(A,b)

ou
>>>x = linalg.solve(A,Db)

das bibliotecas NumpPy' e Scipy?. Esses comandos, basicamente,
implementam a elimina¢do de Gauss com pivoteamento parcial.

A fatoracao LU de A e muitas outras fatoragcoes também estao
disponiveis na biblioteca SciPy.

! import numpy as np
2from scipy import linalg
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Pivoteamento Total

Ha também uma estratégia de pivoteamento total, na qual busca-se
o0 elemento de maior valor absoluto dentre as linhas e colunas

abaixo do pivé.
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Pivoteamento Total

Ha também uma estratégia de pivoteamento total, na qual busca-se
o elemento de maior valor absoluto dentre as linhas e colunas
abaixo do pivé.

O pivoteamento total, porém, requer uma busca longa entre os
elementos da matriz A.
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Pivoteamento Total

Ha também uma estratégia de pivoteamento total, na qual busca-se
o elemento de maior valor absoluto dentre as linhas e colunas
abaixo do pivé.

O pivoteamento total, porém, requer uma busca longa entre os
elementos da matriz A.

Consequentemente, ndo ha beneficios ao empregar a estratégia de
pivoteamento total!
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Pivoteamento Total

Ha também uma estratégia de pivoteamento total, na qual busca-se
o elemento de maior valor absoluto dentre as linhas e colunas
abaixo do pivé.

O pivoteamento total, porém, requer uma busca longa entre os
elementos da matriz A.

Consequentemente, ndo ha beneficios ao empregar a estratégia de
pivoteamento total!

O pivoteamento parcial é tdo empregado que, ao referir a fatoragao
LU ou eliminacdo de Gauss, geralmente assumimos 0 uso essa
estratégial
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos a técnica de pivotemamento parcial
para o método da eliminagcao de Gauss e fatoragao LU.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos a técnica de pivotemamento parcial
para o método da eliminagcao de Gauss e fatoragao LU.

Na técnica de pivoteamento parcial, permutamos linhas da matriz
de modo que o pivo, i.e., elemento da diagonal, tenha valor absoluto
maior ou igual aos elementos abaixo dele.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos a técnica de pivotemamento parcial
para o método da eliminagcao de Gauss e fatoragao LU.

Na técnica de pivoteamento parcial, permutamos linhas da matriz
de modo que o pivo, i.e., elemento da diagonal, tenha valor absoluto
maior ou igual aos elementos abaixo dele.

O pivoteamento parcial é tdo empregado que, ao referir a fatoragao
LU ou eliminacao de Gauss, geralmente assumimos 0 uso dessa
estratégial

Muito grato pela atengao!
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