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Introducao

Na aula de anterior apresentamos o método da eliminacao de
Gauss para resolucao de sistemas lineares.
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Introducao

Na aula de anterior apresentamos o método da eliminacao de
Gauss para resolucao de sistemas lineares.

Um sistema linear com n equagdes e n incégnitas pode ser escrito
como segue usando a notagdo matricial:

a4 a2 ... ain X1 b1
Ay ap ... anp| [Xx by

. . = . )
am dp2 ... @ann Xn bn

ou, equivalentemente,
Ax = b.
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Introducao

Na aula de anterior apresentamos o método da eliminacao de
Gauss para resolucao de sistemas lineares.

Um sistema linear com n equagdes e n incégnitas pode ser escrito
como segue usando a notagdo matricial:

a4 a2 ... ain X1 b1
Ay ap ... anp| [Xx by

. = )
am dp2 ... @ann Xn bn

ou, equivalentemente,
Ax = b.

Sistemas lineares estdo entre os mais importantes problemas
matematicos encontrados em aplicacdes cientificas e industriais.
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Uma matriz A € R™" é nao-singular ou inversivel se, e somente se,
existe uma matriz A~', chamada inversa de A, tal que

AA" =ATTA =1,

em que | e R™*" denota a matriz identidade.
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Uma matriz A € R™" é nao-singular ou inversivel se, e somente se,
existe uma matriz A~', chamada inversa de A, tal que

AA" =ATTA =1,

em que | € R"" denota a matriz identidade.

Equivalentemente, uma matriz A € R"*" é ndo-singular se, e
somente se, det(A) # 0.
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Uma matriz A € R™" é nao-singular ou inversivel se, e somente se,
existe uma matriz A~', chamada inversa de A, tal que

AA" =ATTA =1,

em que | € R"" denota a matriz identidade.

Equivalentemente, uma matriz A € R"*" é ndo-singular se, e
somente se, det(A) # 0.

Se A é uma matriz ndo-singular, entdo a solucdo de Ax = b é
x* = A" "b.

Logo, o sistema linear Ax = b admite uma dnica solug&o!
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Uma matriz A € R™" é nao-singular ou inversivel se, e somente se,
existe uma matriz A~', chamada inversa de A, tal que

AA" =ATTA =1,

em que | € R"" denota a matriz identidade.

Equivalentemente, uma matriz A € R"*" é ndo-singular se, e
somente se, det(A) # 0.

Se A é uma matriz ndo-singular, entdo a solucdo de Ax = b é
x* = A" "b.

Logo, o sistema linear Ax = b admite uma dnica solug&o!

Apesar dessas consideracoes tedricas, nao determinaremos a
solucéo de Ax = b usando A~ pois o célculo da inversa de A exige
um numero desnecessario de operacoes aritméticas!
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Produto Matriz-Vetor

O produto y = Ax, de uma matriz A = (a;) € R™" por um vetor

coluna X = [xy,...,x,]T € R", resulta um novo vetor coluna coluna
Y = [y1,¥2,...,¥n]" € R" cujas componentes sdo dadas por:
n
Yi= Y, ajX = anXi + agXe + ...+ anXn, I=1,...,n.
j=1
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Produto Matriz-Vetor

O produto y = Ax, de uma matriz A = (a;) € R™" por um vetor

coluna X = [xy,...,x,]T € R", resulta um novo vetor coluna coluna
Y = [y1,¥2,...,¥n]" € R" cujas componentes sdo dadas por:
n
Yi= Y, ajX = anXi + agXe + ...+ anXn, I=1,...,n.

=

Note que, para cada i/, efetuamos n produtos e n — 1 adicdes, ou
seja, 2n — 1 operagdes sao efetuadas para determinar y;.
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Y = [y1,¥2,...,¥n]" € R" cujas componentes sdo dadas por:
n
Yi= Y, ajX = anXi + agXe + ...+ anXn, I=1,...,n.

=

Note que, para cada i/, efetuamos n produtos e n — 1 adicdes, ou
seja, 2n — 1 operagdes sao efetuadas para determinar y;.

Como y possui n componentes, o produto y = AX requer
n(2n—1) = 2n? — n operagdes aritméticas.
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Produto Matriz-Vetor

O produto y = Ax, de uma matriz A = (a;) € R™" por um vetor

coluna X = [xy,...,x,]T € R", resulta um novo vetor coluna coluna
Y = [y1,¥2,...,¥n]" € R" cujas componentes sdo dadas por:
n
Yi= Y, ajX = anXi + agXe + ...+ anXn, I=1,...,n.

=

Note que, para cada i/, efetuamos n produtos e n — 1 adicdes, ou
seja, 2n — 1 operagdes sao efetuadas para determinar y;.

Como y possui n componentes, o produto y = AX requer
n(2n—1) = 2n? — n operagdes aritméticas.

Simplificadamente, o produto matriz-vetor requer O(n?) operagoes
aritméticas.
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-
Substituicdo Regressiva

No método da eliminacao de Gauss, um sistema linear Ax = b é
transformado num sistema linear equivalente Ux = ¢, que é
resolvido usando a substituicao regressiva.
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-
Substituicdo Regressiva

No método da eliminacao de Gauss, um sistema linear Ax = b é
transformado num sistema linear equivalente Ux = ¢, que é
resolvido usando a substituicao regressiva.

Entrada: Matriz triangular superior ndo-singular U e R™" e
vetor coluna ¢ € R".

¢ Inicialize x = copia de c.
para/ = n até 1 faca

paraj =i+ 1 até nfaca

‘-m:m—wy

fim

° X = Xi/Uj.
fim
Saida: x (solucao do sistema linear Ux = ¢).
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-
Numero de Operagbes da Substituicdo Regressiva

Multiplicagdo Soma/Subtragdo Divisdo | Total
i=n 0 0 1 1
i=n—1 1 1 1 3
i=n-— 2 2 1 5
i=n—k k k 1 2k +1
i=1 n—1 n—1 1 2n—1
Total: "
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-
Numero de Operagbes da Substituicdo Regressiva

Multiplicagdo Soma/Subtragdo Divisdo | Total
i=n 0 0 1 1
i=n—1 1 1 1 3
i=n-— 2 2 1 5
i=n—k k k 1 2k +1
i=1 n—1 n—1 1 2n—1
\ Total: | n?

Concluindo, a substituigao regressiva efetua O(n?) operacdes

aritméticas.
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Sistema Triangular Inferior

Se L € R™" é uma matriz triangular inferior ndo-singular, i.e,

4,4+ O 0O ... O
I21 /22 0 ce 0
L=|ht ho hy ... O
_/n1 /n2 In3 s lnn_
com [ # O paratodoi=1,...,n, entdo asoluciodeLy =b é

determinada usando a chamada substituicdo direta:

’ i1 _
y’ﬁ(bizlij)(j)’ parai=1,2,...,n.
1 j:1

A substituicio direta também requer O(n?) operagdes.
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————
Exemplo 1

Resolva o sistema triangular inferior Ly = b, em que
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————
Exemplo 1

Resolva o sistema triangular inferior Ly = b, em que

1000 2
2100 3
L=14 3 1 0| © o= 14
3 4 1 1 _4

Resposta: Usando a substituicao direta, encontramos:

_2_

Y1—T—

Yo = }(3 2x2)=—1

)% }(1—4><2 3x(—1))=-4

y4—}( 4 -3x2—-4x(—1)—1x(-4)))=-2
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Portanto, a solugdo do sistemaély =b é
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————
Algoritmo da Eliminacao de Gauss

Entrada: Matriz ndo-singular A € R"*" e vetor coluna b € R".
paraj=1 até n— 1 faca
para/=j+ 1 até nfaca
aj

j

e bj=b; — m,-,-bj.

para k = j + 1 até nfaca

® dj = ajk — Mjajk

fim

fim

fim

Resolver Ax = b com substituicdo regressiva.
Saida: Solucédo do sistema linear.
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-
Numero de Operagdes da Eliminacao de Gauss

No loop para j, efetuamos
n—1
(#operagoes) = Z (#operagodes efetuadas no estagio j).
j=1
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Numero de Operagdes da Eliminacao de Gauss

No loop para j, efetuamos
n—1
(#operagoes) = Z (#operagodes efetuadas no estagio j).
j=1

O loop para i, resulta em outro somatorio

n—1 n
(#toperagbes) = >° ) (operagées efetuadas na linha /).
=1 i1
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Numero de Operagdes da Eliminacao de Gauss

No loop para j, efetuamos
n—1
(#operagoes) = Z (#operagodes efetuadas no estagio j).
j=1

O loop para i, resulta em outro somatério
n—1 n
(#toperagbes) = >° ) (operagées efetuadas na linha /).
j=1 i=j+1

Na linha i/, efetuamos 3 + 2(n — j) operagoes.
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-
Numero de Operagdes da Eliminacao de Gauss

No loop para j, efetuamos
n—1
(#operagoes) = Z (#operagodes efetuadas no estagio j).
j=1

O loop para i, resulta em outro somatério
n—1
(#toperagbes) = >° ) (operagées efetuadas na linha /).
j=1 i=j+1

Na linha i/, efetuamos 3 + 2(n — j) operagoes.

Portanto, o nUmero total de operacoes para calcular U e ¢ é:

. 2 n?  7n
(#operagdes) = ; ,Z+1 (B+2n—)) =F +75 &

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 11/21



-
Numero de Operagdes da Eliminacao de Gauss

No método da eliminacao de Gauss, também efetuamos n?
operagdes com a substituicdo regressiva.
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Numero de Operagdes da Eliminacao de Gauss

No método da eliminacao de Gauss, também efetuamos n?
operagdes com a substituicdo regressiva.

Assim, o numero total de operacdes efetuadas na eliminagao de
Gauss é

4 2n® 3nm 7n
3 ) »
(#OperagoeS) = . Z [2([7 __I) + 3] +n = T + 7 — 76 .
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Numero de Operagdes da Eliminacao de Gauss

No método da eliminacao de Gauss, também efetuamos n?
operagdes com a substituicdo regressiva.

Assim, o numero total de operacdes efetuadas na eliminagao de
Gauss é

n
A . » 2n° 3m 7n
(operacaes) = X1 37 [2n—j)+ 3]+~ 2T L ST

Como o nimero total de operacdes é dominado por n®, escrevemos

+#total de operacdes = O(n®).
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Numero de Operagdes da Eliminacao de Gauss

No método da eliminacao de Gauss, também efetuamos n?
operagdes com a substituicdo regressiva.

Assim, o numero total de operacdes efetuadas na eliminagao de
Gauss é

4 2n® 3nm 7n
3 ) »
(#OperagoeS) = . Z [2([7 __/) + 3] +n = T + 7 — 76 .

Como o nimero total de operacdes é dominado por n®, escrevemos
#total de operacdes = O(n®).
Lé-se: “O nimero total de operagdes é da ordem de n®”
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-
Fatoracao LU

Os multiplicadores mj;; podem ser organizados numa matriz L
triangular inferior com diagonal unitaria:

1 0 o ... 0

mo+ 1 0 0

L= |[M31 M3 1 ... 0
_mn1 Mp2 Mp3 1 i
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-
Fatoracao LU

Os multiplicadores mj;; podem ser organizados numa matriz L
triangular inferior com diagonal unitaria:

[ 1 0 0 ... 0]

moq 1 0 ... 0

L= |[M31 M3 1 ... 0
_mn‘] mn2 mn3 “e. 1_

A matriz original A, a matriz triangular superior U obtida no final do
processo de eliminagédo e a matriz L triangular inferior com os
multiplicadores satisfazem:

A =LU,

chamada fatoracao LU de A.
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Exemplo 2

Determine a fatoragao LU da matriz

(o200 <IN ~NuN \V)
NNW =
O O w =
© 01 =+ O
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Exemplo 2

Determine a fatoragao LU da matriz

NN W =
O O w =
o o1 =+ O

2
4
8
6
Resposta: Com base nos exemplos da aula anterior, tem-se

00
0
1
1

DN = O

1
1
2
0

A W20

1 2 1
2 0 1
4 00
3 00

~~

L U
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Usando a fatoracao LU, o sistema Ax = b é resolvido como segue:
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Usando a fatoracao LU, o sistema Ax = b é resolvido como segue:
Conhecendo L e U tais que A = LU, tem-se

Ax=b < (LUx=b
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Usando a fatoracao LU, o sistema Ax = b é resolvido como segue:
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Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 15/21



Usando a fatoracao LU, o sistema Ax = b é resolvido como segue:
Conhecendo L e U tais que A = LU, tem-se

Ax=b <— (LUx=b < L(Ux)=hb.
Tomando y = Ux, temos os sistemas triangulares:

Ly=b e Ux=y.
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Usando a fatoracao LU, o sistema Ax = b é resolvido como segue:
Conhecendo L e U tais que A = LU, tem-se

Ax=b <— (LUx=b < L(Ux)=hb.
Tomando y = Ux, temos os sistemas triangulares:

Ly=b e Ux=y.

Portanto, conhecendo a fatoracdo A = LU, a soluc¢ado do sistema
linear Ax = b é determinada como segue:
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Usando a fatoracao LU, o sistema Ax = b é resolvido como segue:
Conhecendo L e U tais que A = LU, tem-se

Ax=b <— (LUx=b < L(Ux)=hb.
Tomando y = Ux, temos os sistemas triangulares:

Ly=b e Ux=y.

Portanto, conhecendo a fatoracdo A = LU, a soluc¢ado do sistema
linear Ax = b é determinada como segue:
* Resolve-se Ly = b usando substituicéo direta (O(r?)).
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Usando a fatoracao LU, o sistema Ax = b é resolvido como segue:
Conhecendo L e U tais que A = LU, tem-se

Ax=b <— (LUx=b < L(Ux)=hb.
Tomando y = Ux, temos os sistemas triangulares:

Ly=b e Ux=y.

Portanto, conhecendo a fatoracdo A = LU, a soluc¢ado do sistema
linear Ax = b é determinada como segue:

* Resolve-se Ly = b usando substituicéo direta (O(r?)).

* Resolve-se Ux = y usando substitui¢io regressiva (O(r?)).
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Usando a fatoracao LU, o sistema Ax = b é resolvido como segue:
Conhecendo L e U tais que A = LU, tem-se

Ax=b <— (LUx=b < L(Ux)=hb.
Tomando y = Ux, temos os sistemas triangulares:

Ly=b e Ux=y.

Portanto, conhecendo a fatoracdo A = LU, a soluc¢ado do sistema
linear Ax = b é determinada como segue:

* Resolve-se Ly = b usando substituicéo direta (O(r?)).

* Resolve-se Ux = y usando substitui¢io regressiva (O(r?)).

Teoricamente, a fatoracdo LU é equivalente ao método da
eliminacéo de Gauss!
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Usando a fatoracao LU, o sistema Ax = b é resolvido como segue:
Conhecendo L e U tais que A = LU, tem-se

Ax=b <— (LUx=b < L(Ux)=hb.
Tomando y = Ux, temos os sistemas triangulares:

Ly=b e Ux=y.

Portanto, conhecendo a fatoracdo A = LU, a soluc¢ado do sistema
linear Ax = b é determinada como segue:

* Resolve-se Ly = b usando substituicéo direta (O(r?)).

* Resolve-se Ux = y usando substitui¢io regressiva (O(r?)).

Teoricamente, a fatoracdo LU é equivalente ao método da
eliminacéo de Gauss!

Na pratica, na fatoragdo LU guardamos em L os multiplicadores
usados para transformar A numa matriz triangular superior U.
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O numero de operacdes efetuadas para calcular a fatoracao LU é:
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O numero de operacdes efetuadas para calcular a fatoracao LU é:

2 n? n

O numero de operacdes efetuadas para resolver um sistema linear
usando a fatoragao LU é:
2 n® n >\ 2n* 3n* n
+2n° ) =

3 2 6

3 "2 6
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O numero de operacdes efetuadas para calcular a fatoracao LU é:

2 n? n

O numero de operacdes efetuadas para resolver um sistema linear
usando a fatoragao LU é:

2 P n o\ 20 3%
3 2 6 B

3 "2 6

Lembrando, o nimero de operacgdes efetuadas para resolver um
sistema linear usando o método da eliminacao de Gauss é:
2n® 3nm® 7n <2n3 3n? n)

372 76 \3 "2 "6
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O numero de operacdes efetuadas para calcular a fatoracao LU é:

2 n? n

O numero de operacdes efetuadas para resolver um sistema linear
usando a fatoragao LU é:
2 n® n >\ 2n* 3n* n
+2n° ) =

3 2 6

3 "2 6

Lembrando, o nimero de operacgdes efetuadas para resolver um
sistema linear usando o método da eliminacao de Gauss é:

2rf 32 7n_ (2% s n\
3 2 6

3 "2 76

A informagéao contida em L é particularmente Util se precisamos
resolver sistema lineares Axy = b4, ..., Ax, = by pois ndo
precisamos fatorar novamente a matriz A.
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Exemplo 3 (Célculo da Matriz Inversa)

Quantas operagodes aritméticas sao efetuadas para calcular a matriz
inversa A~' de uma matriz ndo-singular A € R™*"?
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Exemplo 3 (Célculo da Matriz Inversa)

Quantas operagodes aritméticas sao efetuadas para calcular a matriz
inversa A~' de uma matriz ndo-singular A € R™*"?

Resposta: A inversa A~' satisfaz a equacdo AA~! =1, em que |
denota a matriz identidade. Denotando por X1, ..., X, as colunas de
A-'eeq,...,e,as colunas de |, podemos determinar A~

resolvendo os sistemas lineares:

Ax, =ex, k=1,....n
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Exemplo 3 (Célculo da Matriz Inversa)

Quantas operagodes aritméticas sao efetuadas para calcular a matriz
inversa A~' de uma matriz ndo-singular A € R™*"?

Resposta: A inversa A~' satisfaz a equacdo AA~! =1, em que |
denota a matriz identidade. Denotando por X1, ..., X, as colunas de
A-'eeq,...,e,as colunas de |, podemos determinar A~

resolvendo os sistemas lineares:

Ax, =ex, k=1,....n

Se resolvermos os sistemas usando o método da eliminagéo de
Gauss, efetuaremos

2n®  3nm® 7n 4
”(3*2‘e> = o).
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Porém, se calculamos a fatoragao LU de A e resolvemos 2n
sistemas triangulares, teremos:

1. %”3 — g — & operagdes para fatoracdo A = LU.

2. 2(n?)n = 2n° operagdes para resolver os sistemas triangulares
Ly, =exeUx, =y, parak=1,...,n
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Porém, se calculamos a fatoragao LU de A e resolvemos 2n
sistemas triangulares, teremos:

1, 28 _ 2 _ & operagoes para fatoragdo A = LU.

3 2
2. 2(n?)n = 2n° operagdes para resolver os sistemas triangulares
Ly, =exeUx, =y, parak=1,...,n
Totalizando
2 n® n 8 n? n
42— - = 3.
3 2 6 5 "2 g 9

operagdes aritméticas para calcular a inversa de uma matriz
nao-singular A € R"™",
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Porém, se calculamos a fatoragao LU de A e resolvemos 2n
sistemas triangulares, teremos:

1. %”3 — % — & operagdes para fatoracdo A = LU.

2. 2(n?)n = 2n° operagdes para resolver os sistemas triangulares

Ly, =exeUx, =y, parak=1,...,n
Totalizando
2" n? n 8n® n? n
s =07 23:7_7_7: 3'
3 2 5 -3 3 g 9m

operagdes aritméticas para calcular a inversa de uma matriz
nao-singular A € R"™",

Apesar da redugao significativa no numero de operagdes para o
célculo de A—', em muitas situacdes praticas, ndo precisamos
calcular explicitamente a inversa de uma matriz!
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———
Exemplo 4

Considere uma matriz A e R™*" e vetores b € R” e ¢ € R". Descreva
0S passos necessarios para calcular

x=c+ (A+1)7"b,

de forma eficiente.
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———
Exemplo 4

Considere uma matriz A e R™*" e vetores b € R” e ¢ € R". Descreva
0S passos necessarios para calcular

x=c+ A+ b,

de forma eficiente.

Resposta: O calculo direto da expressao, resultaria em

1. noperagdes para calcular M = A + 1.

2. %”3 - § — & operag0es para calcular a inversa de M.

3. 2 — n operacdes para calcular z= M~ 'b.

4. noperacgOes para a somac + z.

Portanto, seriam efetuadas o seguinte nimero de operagoes:

n+ 8 _m 1 +(2n2—n)+n—8—n3+3—nz+@
3 2 6 -3 2 6
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Porém, podemos calcular o valor de x da seguinte forma sem
calcular ainversade M = A + 1.
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Porém, podemos calcular o valor de x da seguinte forma sem
calcular ainversade M = A +1.

Primeiro, escrevemos x — ¢ = (A + )~ 'b. Tomandoy = x — ¢,
temos os sistema linear:

y=M"'b <« My=b.

Dessa forma, efetuamos as seguintes operagdes para calcular x:
1. noperagdes para calcular M = A + 1.

3 2 . .
2. 2 4+ 3% — 70 para resolver os sistema linearMy = b usando a

eliminagéo de Gauss.
3. noperacodes para calcular x =y + c.
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Porém, podemos calcular o valor de x da seguinte forma sem
calcular ainversade M = A +1.

Primeiro, escrevemos x — ¢ = (A + )~ 'b. Tomandoy = x — ¢,
temos os sistema linear:

y=M"'b <« My=b.

Dessa forma, efetuamos as seguintes operagdes para calcular x:
1. noperagdes para calcular M = A + 1.

3 2 . .

2. 2 4+ 3% — 70 para resolver os sistema linearMy = b usando a
eliminagéo de Gauss.

3. noperacodes para calcular x =y + c.

Dessa forma, seriam efetuadas o seguinte nimero de operacgoes:

3 "2 T

27n3+3nziﬁ 5 2n3 37”2 5n
3 2 6
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, comentamos sobre a resolugdo de sistemas
lineares e vimos que a solu¢do de um sistema triangular requerem
O(n?) operagoes.
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-
Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, comentamos sobre a resolugdo de sistemas
lineares e vimos que a solu¢do de um sistema triangular requerem
O(n?) operagoes.

Na aula de hoje vimos também que o0 método da eliminagao de
Gauss efetua O(n®) operagdes.
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje, comentamos sobre a resolugdo de sistemas
lineares e vimos que a solu¢do de um sistema triangular requerem
O(n?) operagoes.

Na aula de hoje vimos também que o0 método da eliminagao de
Gauss efetua O(n®) operagdes.

Finalmente, destacamos que o método da eliminacido de Gauss é
equivalente a fatoragdo LU, no qual escrevemos A = LU. Tanto a
eliminagéo de Gauss como a fatoragao LU requerem O(n®)
operagdes.

[ Muito grato pela atencao! ]
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