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Introducao

Na aula de hoje estudaremos o método da Eliminacao de Gauss
para resolugéo de sistemas lineares.

Um sistema linear com n equagdes e n incégnitas pode ser escrito

como:
ai1Xy + ajoXo + ...+ aipXp = by,

801Xy + 8ooXo + ... + AopXp = bo,

amXy + a@npXo + ... + @pnXn = bp.

Sistemas lineares estdo entre os mais importantes problemas
matematicos encontrados em aplicacbes cientificas e industriais.
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Exemplo Simples

llustraremos o método da eliminagéo de Gauss para resolver
sistemas lineares com um exemplo simples.

Considere o sistema linear

2X4 +Xo +X3 =2, (
4x; +3xo +3x3 +X4 =3, (
8xy +7xo +9x3 +5x4 =1, (¢
6x1 +7x2 +9x3 +8x4 = -4, (

em que Xy, Xo, X3, € X4 denotam as incégnidas, ou seja, os valores
que desejamos calcular.

Podemos resolver o sistema adicionando/subtraindo de uma linha
um multiplo de outra linha.
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-
Método da Eliminacao de Gauss

Existem varias formas resolver um sistema linear
adicionando/subtraindo de uma linha um multiplo de outra.

Descreveremos a seguir o chamado método da eliminacao de
Gauss.

Primeiro, adicionamos a segunda, terceira e quarta equacgoes,
multiplos da primeira equagao:

2Xy +Xo +X3 =2,
2xp  +xs  +xg =—1, (15 — 0 4400
3 +5x5 +5xg =7, (45— 80y
4x, +6x3 +8xs =—10, (£ — ) — 8010

Os multiplos sé@o escolhidos de modo a eliminar o termo x; da
segunda, terceira e quarta equacgoes.
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Posteriormente, adicionamos a terceira e quarta equacgodes,
multiplos da segunda equagao:

2X1 +Xo +X3 =2,
Xo +X3 +x4 = -1,

2x3 +2xq = —4, (& — ) — 34

2x3 +4xg = —6, (07 <) — 44

Os multiplos sé@o escolhidos de modo a eliminar o termo x, da
terceira e quarta equagoes.
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No terceiro estagio do método da eliminacao de Gauss,
adicionamos a quarta equagao um mdultiplo da terceira:

2X1 +Xo +X3 =1,
Xo +X3 +X4 = —1,
2x3 +2x4 = —4,
3 2 2
2 -2 (1D 3

O multiplo é escolhido de modo a eliminar o termo x3 da quarta
equacao.
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Finalmente, determinamos a solucdo do sistema linear usando a
chamada substituicao regressiva (ou regressa).

Especificamente, da quarta equagéao, concluimos que

_—2_

X4 = 5 —-1.

Substituindo o valor de x4 na terceira equacao, obtemos:
4 -2x4 —4-2x(-1)

_ _ — 1.
X3 2 2

Analogamente, obtemos

1 — xq —
o TNy
1—X2—X3_
71 =
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Concluindo, a solugao do sistema linear é

xx=1, =1, x3=-1 e x4=-1.

Este é um exemplo simples com 4 equagdes e 4 incdgnitas. Porém,
€ comum encontrarmos sistemas envolvendo muito mais equagoes
e incégnitas!

Nesse caso, precisamos implementar o método da eliminacao de
Gauss para resolver de forma eficiente um sistema linear com um
namero significativo de equacoes e incdgnitas.
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Notacao Matricial

Para facilitar a exposi¢ao, identificamos o sistema linear
ai1 Xy + aipXe + ... + aipXn = by,
801Xy + 8ooXo + ... + AopXp = by,
am Xy + @npXo + ... + apnXn = bp.

com a equacao matricial

a1 a2 ... ain X1 b1
a1 axp ... anp| [Xx by

= )
ant dp2 ... @nn| [Xn bn

ou, equivalentemente,
Ax =b.
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Se um sistema linear Ax = b n&o tem solugéo, diremos que ele é
inconsistente.

Dizemos que um sistema linear é consistente se ele possui pelo
menos uma solugao.

Um sistema linear consistente pode ter ou uma tnica solugdo ou
infinitas solugédes.

O conjunto de todas as solugdes de um sistema linear é chamado
conjunto solug&o.

Dizemos que dois sistemas lineares sdo equivalentes se possuem o
mesmo conjunto solucéao.

O método da eliminagao de Gauss € utilizado para resolver um
sistema linear consistente e que admite uma Unica solugao.
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No método da eliminacao de Gauss, um sistema linear Ax = b é
transformado num sistema linear equivalente Ux = ¢, que pode ser
resolvido facilmente usando a substituicdo regressiva ou reversa.

Para transformar Ax = b em Ux = ¢, efetuamos as operagdes:

Operacdes Elementares

e Permutar duas equagdes.
o Multiplicar uma equacao por uma constante ndo-nula.
e Adicionar (ou subtrair) um multiplo de uma equacao a outra.

Operagoes elementares ndo afetam a solugao do sistema, ou seja,
os sistemas Ax = b e Ux = ¢ possuem a mesma solugao!

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 11/33



Sistema Triangular Superior

Se U e R™" é uma matriz triangular superior ndo-singular, i.e,

Uiy U2 Uiz ... Uip
0 Uoo Uo3z ... U2p
U= 0 0 Usz ... Usp ,
| 0 0 0 ... upn]
com uj # O paratodoi=1,...,n, entdo asolucagode Ux =c é

determinada usando a substituicdo regressiva (do inglés back
substitution). Formalmente, tem-se

1 n .
xi=—-|c- Z ujx; |, parai=nn—1,...,1.
" j=i+1
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Algoritmo da Substituicao Regressiva

Entrada: Matriz triangular superior ndo-singular U € R"*" e
vetor coluna ¢ € R".

e Inicialize x = cépia de c.
para i = n até 1 faca

paraj =i+ 1 até nfaca

"M:W_WV

fim

* X; = Xj/Uii.
fim
Saida: x (solucao do sistema linear Ux = c¢).

No algoritmo acima, as componentes abaixo da diagonal principal
de U sdo completamente ignoradas.
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Exemplo 1

Resolva o sistema triangular superior Ux = ¢, em que

2110 2
01 1 1 1
U=lg 02 2| & ¢=|_4
000 2 2

Resposta: A solugdo do sistema Ux = ¢, que resolvemos
anteriormente usando a substituicao regressiva, é

1

1

* _

=
1
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Método da Eliminacao de Gauss

No método da Eliminacao de Gauss, aplicamos operagées
elementares em Ax = b de modo a obter um sistema equivalente
Ux = ¢, em que U é uma matriz triangular superior.

Denotaremos por [A|b] a matriz A concatenada com o vetor b.

Inicialmente, escrevemos [A©|b(®)] = [A|b].

A cada estagio j = 0,1,...,n— 1, operagGes elementares séo
aplicadas no par [AY)|b")] para obter um novo par [AU+") |bU+1)]

com zeros abaixo do elemento a](j!).
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No primeiro estagio, introduzimos zeros abaixo de agg) subtraindo
da j-ésima linha um mdltiplo m;; da primeira linha.

a% 49 LAY | b0 a4V &Y &Y | oY
B ay .. ay | b |0 ay .. oay | b
S S S
afﬂ) a,(g af,%) | b,,o) 0 af:z) aff,,) | bn”

Formalmente, para i,k = 2, ..., n, definimos

31(10 : ) (0) (0) (1) (0) (0)
mi :@, b’ =b" —muyby’ e ay’ =a,’ —mpa;,.

No j-ésimo estagio, introduzimos zeros abaixo de aj@, ou seja,

(=1
aj ' —1 j—1 ' j—1 j—1
mj = al(/H)’ b)) =6/ —mp?V e &) =al " - myal ",

yij
parai=j+1,....nek=j+1,...,n.
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Exemplo 2

Use o método da eliminacido de Gauss para determinar a solucao
do sistema linear Ax = b, em que

2110 2
4 3 3 1 3
A=lg 7 95| ¢ P~
6 7 9 8 —4
Resposta: Primeiramente, definimos
2110 2
Opo;_ |4 331 [ 3
(AT 8 79 5 | 1
6 79 8 | -4
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No primeiro estagio do método da eliminacao de Gauss, calculamos
os multiplicadores

moy =

4
522, mg1 =4 e my =3.

Note que bg) = béo) — m21b§°) =3-(2)(3)=-1e
ag) = ago) - m21a§°)
=[4 3 3 1]-2[2 1 1 0
=[0 1 1 1]
Analogamente, bé” = b3(0) — m13b§°) = -7,

bl = by(0) — my4bl® = —10,
al) =a” —mzal” =[0 3 5 5]

a))=a” -myal”=[0 4 6 8]
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Assim, ao final no primeiro estagio do método da eliminacao de
Gauss, temos a matriz aumentada:

2110 2
Omm_ |01 11 | 1
(AT =10 355 | -7

0468 | —10

Procedendo de forma semelhante, no segundo estagio calculamos
os multiplicadores

(1) (1)

a a
m32:%:$:3 e m42:%:4.
a5 a5
e, com eles, encontramos a matriz aumentada

2110 | 2
@ @1 _ o111 | —1
(A= D] 0022 | -4
0 02 4| -6
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No ultimo estagio (estagio 3), calculamos o multiplicador

(2
a33

2110 2
@@ |01 1 1 | —1
AT =10 022 | -4
0002 | -2

Finalmente, usando a substituicao regressiva, a solugdo do sistema

linear é
1

1
—1
—1

x* =
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————
Algoritmo da Eliminacao de Gauss

Entrada: Matriz ndo-singular A € R™*" e vetor coluna b € R".
paraj=1 até n— 1 faca
para/=j+ 1 até nfaca
ﬂ
aji
e bj=b; — m,-,-bj.
para k = j + 1 até nfaca
® aix = ik — Myajk

° mj =

fim
fim

fim
Resolver Ax = b com substituicdo regressiva.
Saida: Solucédo do sistema linear.

No algoritmo acima, U e ¢ séo escritas sobre A e b para
economizar espago na memdria.

Marcos Eduardo Valle MS211 - Célculo Numérico 21/33



Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos o0 método da eliminacao de Gauss
para a resolugéo de sistemas lineares.

Sistemas lineares sao encontrados em diversas aplicacdes
cientificas e industriais. Apresentamos o modelo de Leontief usando
em economia no apéndice dessa aula!

Na préxima aula revisaremos o método da elimina¢do de Gauss
destacando aspectos computacionais desse importante método e
sua relagdo com a chamada fatoragéo LU.

Muito grato pela atengao!
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Apéndice

Aplicacao em Economia
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Modelo de Leontief

Wassily Leontief recebeu o prémio Nobel em Economia em 1973
por apresentar um modelo matematico que descreve varios
fenbmenos econdémicos.

Suponha que a economia de um pais ou regiao pode ser dividida
em n setores que produzem ou oferecem n produtos diferentes.

Vamos admitir que um setor depende do produto dos outros setores
e, possivelmente, do seu préprio setor.

Seja g;; 0 montante (ou consumo) da entrada do i-ésimo setor
necessario para produzir uma unidade de producao do j-ésimo
setor.
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Seja x; a produgéo ou oferta do j-€simo setor, que pode ser medida,
por exemplo, usando uma unidade monetaria.

Seja d; a demanda do produto ou oferta do i-ésimo setor.

O objetivo é determinar a producéo e oferta de modo a atender a
demanda total.

Em termos matematicos, devemos ter

Xy = Q11Xy + Qu2Xo + ... + QinXn + 0y,
Xo = Qo1Xy + QoaXo + ... + QonXn + Qb

Xn = qmXy + QnaXo + ... + QnnXn + dp.
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Equivalentemente, temos o seguinte sistema com n equagdes e n
incognitas:

(1= q11)X1 — Qi2Xo — ... — QinXn = Oh,
—Qo1X1 + (1 — Qo2)Xo — ... — QopXn = Ob,
—GmX1 — dn2Xe — ... + (1 = Gnn)Xn = Ch.

llustraremos o modelo de Leontief e 0 método da eliminacao de
Gauss para resolver sistemas lineares com um exemplo simples
com valores artificiais.
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————
Exemplo Simples

Suponha que a economia de um pais possa ser dividida em:

1. Agricultura (S;) — Café, laranja, cana-de-agucar, milho, etc.

2. Pecudria (S.) — Carne bovina, carne de frango e carne suina.
3. Industria (S3) — Veiculos, combustiveis, alimentos, bebidas, etc.
4. Servigos (S4) — Telecomunicagoes, transporte, técnico, etc.

Considere a seguinte tabela de produgao, consumo e demanda:

| | Agricultura | Pecuaria | Industria | Servigos | Demanda |

Si 0.2 0.2 0.2 0.3 0.5
So 0.2 0.1 0.2 0.3 0.4
S3 0.3 0.3 0.2 0.2 0.3
Sy 0.2 0.2 0.4 0.2 0
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Nesse caso, teremos o sistema linear:

0.8x1
—0.2x4
—0.3x1
—0.2x1

—0.2x%
+0.9x
—0.3x>
—0.2x

—0.2x3
—0.2x3
+0.8x3
—0.4x3

—0.3X4
—0.3x4
—0.2x4
+0.8x4

em que Xy, X», X3, € X4 denotam a producao dos setores Sy, S», Sz e
S4, respectivamente.

Vamos resolver o sistema linear acima usando o método da
eliminacao de Gauss.
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-
Método da Eliminacao de Gauss

Primeiro, adicionamos a segunda, terceira e quarta equacoes,
multiplos da primeira equagéo:

0.8X1 —0.2X2 —0.2X3 —0.3X4 = 05,

+0.85x, —0.25x3 —0.38x; =0.53, (¢« (¥ 4 02/
—0.38x, 0.73x3 —0.31x; =049, (¢ () 4 03,9

3
—0.25x; —0.45x3 +0.73x, =0.12, (£ — ¢ + 92,10

—_

Os multiplos sé@o escolhidos de modo a eliminar o termo x; da
segunda, terceira e quarta equacgoes.
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Posteriormente, adicionamos a terceira e quarta equacgodes,
multiplos da segunda equagao:

0.8x4 —0.2x5 —O.2X3 —0.3x4 20.57
+0.85x, —0.25x3 —0.38x; = 0.53,
0.61x3 —0.48x, =072, (£2) — () 4 938y
@ _ [f

—0.52x3 +0.61x, =028, (£ — () + 92541

Os multiplos sé@o escolhidos de modo a eliminar o termo x, da
terceira e quarta equagoes.
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No terceiro estagio do método da eliminacao de Gauss,
adicionamos a quarta equagao um mdultiplo da terceira:

0.8x4 —0.2x> —0.2X3 —0.38x4 = 05,
+0.85x, —0.25x3 —0.38x4 = 0.53,
0.61x3 —0.48x, =0.72,

+0.21x, =089, (1Y — 2 4 052/2)

O multiplo é escolhido de modo a eliminar o termo x3 da quarta
equacao.
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Finalmente, determinamos a solucdo do sistema linear usando a
chamada substituicao regressiva (ou regressa).

Especificamente, da quarta equagéao, concluimos que

0.89
X3 = gy = 424

Substituindo o valor de x4 na terceira equacao, obtemos:

. — 0.72+0.48x, 0.72+0.48 x4.24 451
® T 06l B 0.61 S
Analogamente, obtemos
053 +0.25x3 + 0.38x4
Xo = 0.85 = 384,
e
X = 0.5+ 0.2x> —g g.2X3 + 0.3x4 _ 430,
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Concluindo, para atender tanto a demanda interna como a demanda
externa, os setores Sy, S,, Sz e S4 devem produzir respectivamente
4.32, 3.84,4.51 e 4.29.

Nesse exemplo, admitimos que a economia é dividida em 4 setores.

A economia brasileira pode ser dividida em mais de 50 setores,
confirmando a necessidade de métodos eficientes para a resolugéao
de sistemas lineares com um namero significativo de equagdes e
incognitas!

Muito grato pela atencao! ]
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