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Equacgéo da Onda

Considere uma corda elastica de comprimento L presa nas
extremidades em suportes de mesmo nivel horizontal.

Vamos denotar por u(x, t) o deslocamento vertical da corda no ponto
0 < x <L noinstante t > 0.

Desprezando efeitos de amortecimento e supondo que a amplitude do
movimento ndo é grande, u satisfaz a equagao diferencial parcial

2
aUxx = Ui,

em que a é a velocidade de propagacao de ondas ao longo da corda
(depende da tensao e da massa por unidade de comprimento).

Para descrever o movimento da corda, precisamos também das
condicdes iniciais e de contorno.
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Condicdes de Iniciais e de Contorno

Como as extremidades da corda permanecem fixas, as condi¢des de

contorno sao:
u(0,t)=0 e u(L,t)=0.

As condigdes iniciais sao:
e Posicao inicial:
u(x,0) =f(x), 0<x<L.

e Velocidade inicial:
u(x,0) =g(x), 0<x<lL.
em que f e g sao funcdes tais que

f(0)=f(L)=0 e g(0)=g(L)=0.
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Corda Elastica com Deslocamento Nao-Nulo

Iniciaremos o estudo do problema de vibracées de uma corda elastica
admitindo que a velocidade inicial é nula, ou seja,

g(x)=0, VO<x<L.

Em outras palavras, considere o problema

azuxx = Ui,

u(0,t)=0 e u(L,t)=0,
u(x,0) =1f(x), 0<x<lL,
u(x,0) =0, 0<x<lL,.

em que f(0) = f(L) = 0 descreve a configuragao inicial da corda.
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Separacédo de Variaveis

Vamos admitir que u pode ser escrita como
u(x,t) = X(x)T(t),

em que X depende apenas de x e T depende somente de t.

Derivando e substituindo na equagéo diferencial parcial, obtemos

X// 1 T//
= —— = —/1’
X ac T

em que A € uma constante de separacéo.

Equivalentemente, temos as equacgoes diferenciais ordinarias
X"4+2X=0 e T’ +a%AT =0.
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Usando a condi¢@o de contorno, encontramos o problema
X"+ X =0, X(0)=X(L)=0,

cuja solucéo é

2
Xm(X):sen(¢) e ﬂm:(@), m=1,2,....

Com as constantes de separagéo acima, obtemos a EDO

mra
T” +w?T =0, com w:Tﬂ,

cujas solugdes sao

T(t) = ki cos(wt) + ko sen(wt).
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Como a velocidade inicial é nula, deduzimos

u(x,0) = X(x)T'(0) =0,y 0<x<L == T/(0)=0.

Como
T'(t) = —wky sen(wt) + wky cos(wt),

temos
T'(O) =0 = kg =0.

Assim, as solu¢des fundamentais da equacédo da onda, com as
condicdes de contorno e a segunda condigdo inicial, sdo

mﬂat)

X)cos(wt) = sen (mzrx)cos( T

m
Un(x,t) = sen( "

param=1,2,....

Note que up, é periédica no tempo com periodo 2L /ma.
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A superposigéo das solugdes fundamentais fornece
- mnux mrat
u(x,t) = c .
(x,1) mz_; msen( 1 )cos( 1 )

Finalmente, a condicéo inicial u(x,0) = f(x), fornece

Z Cm sen(

%) = ().

Portanto, admitindo que f é uma fungéao impar com periodo T = 2L,
concluimos que os coeficiente satisfazem

2 (t mmx
szzﬁ f(x)sen( 1
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Concluindo, a solugao do problema

a%Uy = Uy,

u(0,t)=0 e u(L,t)=0,
u(x,0) =f(x), 0<x<L,
u(x,0) =0, 0<x<L,.

u(x,t) = Z Cmsen (mer)cos(mlrat),
m=1

2 L
Cm:Zf f(X)sen(?)dx, m=1,2,....
0

em que

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill 9/16



e A solugdo é a superposicédo de fungdes periédicas no tempo com
periodo 2L /ma.

e As quantidades mrra/L sdo chamadas frequéncias naturais da
corda.

* O fator sen (X) ¢ chamado modo natural de vibragao.

e O periodo do modo natural de vibragdo 2L /m é chamado
comprimento da onda.
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Exemplo 1

Considere uma corda vibrante de comprimento L = 30 que satisfaz a
equacao da onda

Suponha que as extremidades da corda estao fixas e que a corda é
colocada em movimento sem velocidade inicial da posigé&o inicial

2, 0<x<10,
ux,0) - {zgo_x)
50 > 10 < x < 30.

Encontre o deslocamento u(x, t) da corda.
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————
Exemplo 1

Considere uma corda vibrante de comprimento L = 30 que satisfaz a
equacao da onda

4lJXX = Uy, 0 < X< 3() e t> O.

Suponha que as extremidades da corda estao fixas e que a corda é
colocada em movimento sem velocidade inicial da posig&o inicial

X 0<x<10
_Jio° -7
u(x,0) = {(30—X) 10 < x < 30.

20 >
Encontre o deslocamento u(x, t) da corda.

Resposta: A solugéo é

u(x. ) 9 i 1 (mn) (mnX) 2mnt
, = — —Sen|——|Ssen COos .
2 Ldmz” 3 30 30
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Corda Elastica com Velocidade Nao-Nula

Um problema semelhante ao discutido anteriormente, consiste no
estudo das vibracdes de uma corda que é colocada em movimento a
partir do repouso com uma velocidade dada.

Formalmente, temos o problema

azuxx = U,

u(0,t)=0 e u(L,t)=0,
u(x,0)=0, 0<x<lL,
u(x,0) =g(x), 0<x<lL,

em que g(x) é a velocidade inicial da corda no ponto x.
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Procedendo de forma semelhante, concluimos que a solugao é

- mmx mnat
t):kasen( T )sen( T )
m=

em que

2 L mrx
_m_ﬂ'aj; g(X)sen(T)dX, m=1,2,....

Esclarecemos que o fator 2/(mnra) multiplicando a integral acima
aparece porque precisamos identificar a série de Fourier em senos da

derivada
i mma, (mnX)COS(mnat)
L fim L L)

com a série de Fourier em senos de g.
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Problema Geral para a Corda Elastica

Finalmente, a solucdo do problema geral

azuxx = Ui,

u(0,t)=0 e u(L,t)=0,

u(x,0) =f(x), 0<x<lL,

u(x,0) =g(x), 0<x<L,
em que f(x) e g(x) descrevem, respectivamente, a posicéo e a
velocidade inicial da corda no ponto x, é obtido superpondo as
solugdes dos problemas anteriores, ou seja,

u(x,t) = v(x,t) + w(x,t),

em que v e w sdo as solugdes da corda elastica com deslocamento
ndo-nulo e velocidade ndo-nula, respectivamente.

[ Muito grato pela atencéo! ]
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