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Introducao

Na aula anterior, apresentamos a série de Fourier. As séries de Fourier
aparecem naturalmente quando resolvemos a equacao do calor pelo
método da separagao de variaveis.

Especificamente, nas proximas aulas estudaremos trés problemas
fundamentais que envolvem as equacdes diferenciais parciais:

e Equacgéao do calor: Que descreve um processo de difusao.
e Equacgéo da onda: Que descreve um processo oscilatorio.
e Equacéo do potencial: Que descreve um processo estacionario.

O método da separacao de variaveis, que em termos gerais consistem
em separar pelo sinal de igualdade os termos envolvendo as derivadas
parciais, sera apresentado através de exemplos, comeg¢ando com a
equacao do calor.
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Equacao do Calor

Considere um problema de condugao de calor em um barra reta
homogénea de comprimento L e espessura desprezivel (muito menor
que L). Suponha ainda que os lados da barra estao perfeitamente
isolados.

Vamos denotar por u(x, t) a temperatura da barra em um ponto
0 < x <L noinstante t > 0. A variacao de temperatura da barra é
descrita pela equacao do calor:

Puy=u, 0<x<L e t>0,
em que o é a difusividade térmica, e depende do material do qual a

barra é feita.
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Vamos admitir ainda que conhecemos a temperatura inicial da barra, ou
seja, temos a condicgao inicial

u(x,0) =f(x), 0<x<L.

Também vamos supor que as extremidades da barra sdo mantidas a
temperaturas fixas. Por simplicidade, vamos considerar inicialmente a
condicao de contorno

u(0,t)=0 e u(L,t)=0, Vt>D0.

O objetivo sera encontrar u(x, t) que satisfaz a equagao do calor, a
condicao inicial e a condicdo de contorno, ou seja, devemos resolver

QU =U;, O0<x<L e t>0.
u(x,0) =f(x), 0<x<L.
u(0,t)=0 e u(L,t)=0, Vt>O0.
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No método da separagao de variaveis, admitimos
u(x,t) = X(x)T(t),

em que X depende somente de x e T depende apenas de t.

Derivando e substituindo na equagédo do calor, encontramos
X’ 117
X 2T
em que A € uma constante (ndo depende de x nem de t!), chamada
constante de separacao. Equivalentemente, temos

-,

X'+AX=0 e T +a?AT =0.

Substituindo u(x, t) = X(x)T(t) nas condigdes de contorno, obtemos
X(0)=0 e X(L)=0.
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Temos assim o problema de valor de contorno para X:
X"4+AX=0, X(0)=0 e X(L)=0,
cujas solugdes sao

Xm(x) = sen (?) mr

chamados respectivamente autofuncoes e autovalores.

Além disso, a equagao diferencial em T,

2
T + (—mf“) T=o,

obtida escrevendo A = A, admite como solucao
T(t) _ e—mznzozzt/L2

m=1,2,....
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Combinando os resultados anteriores com u(x,t) = X(x)T(t), obtemos
as solucoes fundamentais:

2.2 21712 mnX
u, = e mrett/L sen(T), m=1,2,....

Admitindo que a solucéo do problema é uma combinacao linear de
todas as solugdes fundamentais, encontramos

(o]
22,2412 mmX
u(x,t) = Z cme M/t sen(T),
m=1

que satisfaz a equacao do calor € as condigdes de contorno.
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Finalmente, da condicao inicial obtemos

u(x,0) = Z cmsen(mzrx) =f(x), 0<x<L,
m=1

que corresponde a série de Fourier em senos de f.

Admitindo que f € uma fungéo impar com periodo T = 2L, temos

2 L
Cm:—f f(X)sen(w)dx, m=1,2,....
A L
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Solucao do problema de condugao de calor com
condi¢cdes de contorno homogéneas

Concluindo, a solugao de

Uy =U;, O0<x<L e t>0.
u(x,0) =f(x), 0<x<L.
u(0,t)=0 e u(L,t)=0, Vt>O0.

(o)

mmXx
= 2 oner P sen (7).

m=

2 L
szzf f(x)sen(?)dx, m=1,2,....
0

com
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Exemplo 1

Encontre a temperatura u(x, t) em qualquer instante em uma barra de
metal com 50cm de comprimento, insulada nos lados, inicialmente a
uma temperatura uniforme de 20°C em toda a barra e cujas
extremidades sdo mantidas a 0°C para todo t > 0.
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Exemplo 1

Encontre a temperatura u(x, t) em qualquer instante em uma barra de
metal com 50cm de comprimento, insulada nos lados, inicialmente a
uma temperatura uniforme de 20°C em toda a barra e cujas
extremidades sdo mantidas a 0°C para todo t > 0.

Resposta: A temperatura da barra satisfaz o problema de conducéo
de calor com L = 50 e f(x) = 20 para todo 0 < x < 50. Logo,

80 1 _4)2.2 2 (2/)) — 1)7TX
—(2m-1)=n“a*t/2500
u(x,t) = — 51—2 1e sen( 50 )

Nos graficos a seguir consideramos a = 1, que corresponde a
difusibilidade térmica de um material entre o cobre e o aluminio.
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Condicdes de contorno ndo-homogéneas

Num problema de conducgéo de calor com condicées de contorno
nao-homogéneas
Puy =U;, O0<x<L e t>0,
u(x,0) =f(x), 0<x<L,
u(0,t)=Ty e u(L,t)=T,, Vt>D0,
admitimos
u(x,t) = v(x) + w(x,t).
Dessa forma, obtemos
u(x,t) = (T2 - T1)% + T+ Z Ce M AL gop (—),

m=1

L
Cm:%f [f(x)—(Tg—Tﬂ%—ﬂ]sen(?)d& m=1,2,....
0
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————
Exemplo 2

Encontre a temperatura u(x, t) em qualquer instante em uma barra de
metal com 25cm de comprimento, isolada tanto nas extremidades
quanto nos lados, cuja temperatura inicial € u(x,0) = x para 0 < x < 25.

Observacao:

Diferente do problema anterior em que as extremidades da barra tinha
temperaturas fixas, nesse problema as extremidades da barra estao
isoladas.

Em termos matematicos, temos
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Exemplo 2

Encontre a temperatura u(x, t) em qualquer instante em uma barra de
metal com 25cm de comprimento, isolada tanto nas extremidades
quanto nos lados, cuja temperatura inicial € u(x,0) = x para 0 < x < 25.

Resposta: A temperatura é descrita por:

QU =U;, 0<x<25 e t>0,
u(x,0)=x, 0<x<25,
Ux(0,1) =0 e ux(25,t)=0, Vt>D0.

Pelo método da separacgéo de variaveis, encontramos

25 100 i 1 o-(2m-1)?ra?1/625 cos((zm - 1)7TX).

uxt) =% =22 2, am-1y 25
m=1
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje, apresentamos o0 método da serparagao de variaveis.
Resumidamente, nesse método admitimos

u(x,t) = X(x)T(t),

em que X depende somente de x e T depende somente de T.

Resolvendo o problema de valor de contorno em x, obtemos os
autovalores e autofungdes. Os autovalores e as autofungdes, com
solucdo em t, fornecem solugbes fundamentais do problema.

Finalmente, a solucao do problema é uma combinacao linear de todas
as solugdes fundamentais com os coeficientes da série de Fourier em
senos ou cossenos da funcao f que descreve a condicao inicial.

Muito grato pela atencéo!
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