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Introducao

Na aula anterior, apresentamos a série de Fourier.

Nos pontos em que ela converge, temos uma fungao

f(x) = % + i [am cos(?) + bm sen (?)], (1)
m=1

chamada série de Fourier de f.

A funcédo f dada em (1) é periédica com periodo T = 2L e os
coeficiente satisfazem

L
am:lf f(x)cos(@)dx, Vm=0,1,2,..., @)
L), L
1t mnux
bm = — f(x)sen(—)dx, vm=1,2,.... 3)
L), L
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Convergéncia da Série de Fourier

Na aula de hoje, vamos admitir que temos uma fungao periddica f com
periodo T = 2L. Vamos admitir também que podemos calcular os
coeficientes ap, e by, usando (2) e (3).

Nosso objetivo é saber se a série de Fourier de f converge de fato para
a fungéo f num ponto x.

Em outras palavras, conhecendo os coeficientes an, € by,
determinamos a fungao f?

Existem funcoes cujas séries de Fourier ndo convergem para o valor da
funcdo em certos pontos.

Podemos garantir a convergéncia, em particular, considerando fungdes
seccionalmente continuas.
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Definicdo 1 (Funcao Seccionalmente Continua)

Uma fungao f é dita seccionalmente continua em um intervalo [a, b] se

existe um numero finito de pontos a = xg < X1 < Xo < ... < X, = b,

chamada particao do intervalo [a, b], tal que

1. f é continua em cada um dos subintervalos x;_1 < x < X;.

2. Os limites laterais nas extremidades de cada subintervalo existem e
sao finitos.

4/16

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill



Teorema 2 (Teorema da Convergéncia)

Seja f uma fungdo periédica com periodo T = 2L. Se f e f' sdo
seccionalmente continuas no intervalo —L < x < L, entao a série de
Fourier de f

o012+ 5 ancn (P25 (22

com an, e by, dados respectivamente por (2) e (3), esta bem definida e
satisfaz

(0 = g im 1(@) + jim (6)], vx.

Em palavras, s(x) é o valor médio dos limites a esquerda e a direita de
fem x.
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-
Exemplo 3

A série de Fourier da funcao periédica f, com periodo T = 6, definida

0, -83<x<-1,
f(x) =41, -1<x<+1, Vx € [-3.3],
0, +1<x<3,

(o)

s(x) = 1 + isen (@)cos(@)
3 4mn 3 Ay

~~

—
x

N
1]

Nos proximas folhas apresentamos f (preto), s, (vermelho), e o erro
absoluto |f — sp| (azul), em que

=15 3, 2 [ (7).
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Observacao

Apesar de sp(x) convergir para o valor médio dos limites & esquerda e
a direita de f em um ponto x, observamos que a série de Fourier
apresenta oscilagdes préximas aos pontos de descontinuidade de f.

Essas oscilagoes sao referidas como fenomeno de Gibbs.

Estudos sobre o fenémeno de Gibbs podem ser encontrados em livros
textos especializados em analise de Fourier.
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Funcdes Pares e impares

Definigao 4

Uma fungao f : R — R é dita:
e par, se f(—x) = f(x).

e impar, se f(-x) = —f(x).

Cuidado:

Uma funcao f pode nado ser par nem impar!
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Operacdes com Fungdes Pares e impares

A soma/diferenga e o produto/quociente de fungdes pares e impares
satisfazem as seguintes tabelas:

Soma/Diferenca Produto/Quociente

| par impar | par impar
par | par — par par  impar
impar | — impar impar | impar  par

Teorema 5

L L
e Se f é uma fungao par, entéof f(x)dx:zf f(x)dx.
-L 0
L

e Se f é uma fungdo impar, entao f f(x)dx = 0.
-L
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Definicao 6 (Série de Fourier em Cossenos)

A série de Fourier em cossenos de uma fungao f é

aop = mnX
> +mZ::1 am cos(T). (4)

A série de Fourier em cossenos define uma funcéo par!

Teorema 7

A série de Fourier de f coincide com a série de Fourier em cossenos se
e somente se f for uma fungéo par. Nesse caso, os coeficientes
satisfazem

o L
am:—f f(X)cos(@)dX, Yym=0,1,....
L Jo L
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Definicéo 8 (Série de Fourier em Senos)

A série de Fourier em senos de uma fungéo f é

i bm sen (?) , (5)
m=1

A série de Fourier em senos define uma fungao impar!

Teorema 9

A série de Fourier de f coincide com a série de Fourier em senos se e
somente se f for uma fungdo impar. Nesse caso, os coeficientes
satisfazem

L
bngf f(x)sen(@)dx, Yym=1,....
LJ L
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Exemplo 10

Seja f(x) = x, para 0 < x < L. Defina f no restante da reta de modo a
ser periddica com periodo T = 2L. Encontre a série de Fourier desta
funcdo admitindo:

(a) fépar.
(b) fé impar.
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Resposta:

(a) Se f é uma fungao par, entao a série de Fourier de f coincide com a
série de Fourier em cossenos:

L 2L < 1 2m-1)n
f(X)_§+¥;(2m—1)2cos(( mL )X)

(b) Se f é uma fungao impar, entao a série de Fourier de f coincide com
a série de Fourier em senos:

2L <« (=1)m+1 mnx
:72 Se"( L )

m=1
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Extensao periédica par de fcom L = 1:

n

L 2L 1 (2m —1)nx
Sn_§+¥mz;(2m COS( )

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill 14/16



Extensao periédica par de fcom L = 1:

n

L 2L 1 (2m —1)nx
Sn_§+¥mz;(2m COS( )

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill 14/16



Extenséao periddica impar de f com L = 1:

sp = f(x) = % Zn: (_1’37m+1 sen(mfx).

m=1
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje apresentamos varios resultados e discutimos diversas
propriedades das séries de Fourier.

Destacamos, em particular, que a série de Fourier coincide com a série
de Fourier em cossenos (senos) se e somente se f for uma fungéo par
(impar).

Também comentamos sobre a convergéncia de série de Fourier e
ilustramos o chamado fenémeno de Gibbs.

Muito grato pela atencéo!
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