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Introducao

Um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias de primeira ordem é
um conjunto de equagdes que envolvem as variaveis dependentes,
suas derivadas de primeira ordem, e a variavel independente.

Nessa disciplina, admitiremos que um sistema de equagdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem pode ser escrito como

X; :f1(t,X1,X2,---,Xn)’
Xé - f2(t,X1’X2,---,Xn),
X;1 = fn(t, X19X2’---,Xn),

em que X1, X2, ..., Xp SA0 variaveis dependentes (funcdes) da variavel
independente t.
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Sistemas e Equacdes de Ordem Superior

Uma equacéo diferencial de ordem n,
x(M = f(t, x, x',x",...,x(”‘”),

pode ser escrita como um sistema equagdes diferenciais de 12 ordem.

Com efeito, defina x4, X2, ..., X, da seguinte forma:
X1=x, X=x, x3=x" e xp=x("",

Dessa forma, obtemos o sistema

X{ =X,
Xy = X3,
X\ 4 = Xn,
X, = f(t, X1, X2, ..., Xn).
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Exemplo 1

Escreva a equacao
x®) 4 3x” 4 2x" — 5x = sen(2t),

como um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem.
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Exemplo 1

Escreva a equacgao

x®) 4 3x” 4 2x" — 5x = sen(2t),

como um sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem.

Resposta: O sistema equivalente é

X1 = X2,

X3,

X3 = 5xy — 2x2 — 3x3 + sen(2t).
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Exemplo 2

Escreva o sistema

2X’/ = —6X + 2y
y/l — 2X_2y—|—40 sen(3t),

como um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem.
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Exemplo 2

Escreva o sistema

2x"”7 = —6x + 2y
y” =2x-2y +40 sen(3t),

como um sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem.

Resposta: O sistema equivalente é

X1 - X27
Xy = —=3X1 + Xa,
xé = X4

X, = 2x1—2x3+ 40sen(3t).
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Notacao Vetorial

Denotando

Xn

podemos escrever um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias de
primeira ordem de forma compacta como

x' = f(t, x), (1)

em que f: R xR" — R" é uma fungéo que associa o par (t, x) a um
vetor com n componentes.

Uma solugédo de um sistema de equacdes diferenciais € uma fungao
vetorial x(t) que satisfaz (1) para todo t num intervalo @ < t < 3.
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Problema de Valor Inicial

Um problema de valor inicial (PVI) é um sistema x’ = f(t, x)
acompanhando de uma condi¢do inicial

X1(t0) = X019
X2(to) = Xo2,
x(f) =x0 <

Xn(to) = Xon,

T .
emque fp e xg = [x01,x02, .. .,xo,,] sao dados.
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Existéncia e Unicidade da Solucao

O seguinte teorema garante a existéncia e unicidade da solugdo de um
problema de valor inicial envolvendo um sistema de equacdes
diferenciais ordinarias de primeira ordem.

Teorema 3

Suponha que cada uma das fungées fi, >, . .., f, e suas derivadas
parciais com respeito a xi, X2, . . . , Xn S0 continuas numa regiao

R={(t.x):a<t<pB,a1 <X4 <PB1,...,&, < Xp < Bn}.
Se (fy, X0) € R, entdo o problema de valor inicial
x' =f(t,x) e x(t) = xo,

admite uma unica solugéo para t € | C (@, ).
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Sistema Linear

Um sistema x’ = f(t, x) é dito linear se f é linear em x. Caso contrario,
o sistema é dito nao-linear.

Equivalentemente, um sistema x’ = f(t, x) é linear se pode ser escrito
como:
x" = P(t)x + g(t),

em que
pi1(t) pi2(t) ... pin(t) g:(t)

P(1) — 021.(1‘) P22.(t) Pzrf(t) _ 92.(1‘)’
pn{(t) pné(t) pnr;(t) gnkt)

sao funcbes de t.
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Existéncia e Unicidade da Solucao

O seguinte teorema garante a existéncia e unicidade da solugdo de um
problema de valor inicial envolvendo um sistema de equacdes
diferenciais ordinérias de primeira ordem linear.

Teorema 4

Suponha que pji(t) e gi(t), para qualquer i,j=1,...,n, sdo fungbes
continuas para t € («,f3). Se ty € (a, ), entdo o problema de valor
inicial

xX' =P(t)x+g(t) e x(t) = Xo,

admite uma unica solugéo para todo t € («, ).
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Sistema Linear Homogéneo

Um sistema linear x’ = P(t)x + g(t) é dito homogéneo se g(t) é o
vetor nulo, ou seja, o sistema pode ser escrito como

x" = P(t)x.
Caso contrario, o sistema é dito ndo-homogéneo.

Teorema 5 (Principio da Superposi¢ao)

Se x(", x@ . x() sdo solucdes de
x' = P(t)x,
entdo qualquer combinagéo linear
cix( 4 eox® 4 4 gx®)

é também uma solugéo do sistema linear homogéneo.
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Wronskiano

Dizemos que x(1), x(® .. x(" s3o solugdes linearmente
independentes do sistema

x' = P(t)x,
em (a,f) se o determinante
1E1)(t) x! (t) xi";(t)
n
W[x“),x(z)...,x(”)](t):X (t) x2'(t) x2'(t)’
XDy @iy L X

chamado wronskiano, é ndo-nulo para todo t € (a, ).

Observacao

‘

Pode-se mostrar que W([x("), ..., x("] ou é identicamente nulo ou
nunca se anula para t € (a,f).
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Solugéo Geral de um Sistema Linear Homogéneo

Qualquer solugao x de um sistema linear homogéneo
x" = P(t)x,

definida para t € (a, ), pode ser expressa de forma Unica como uma
combinagao linear

x =i x4 ox@ 4+ cpx(™, 2)

de n solugdes x(), ..., x(") linearmente independentes em (a, B).

A expressao (2) é chamada solucao geral dos sistema

x" = P(t)x.
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Sistemas Lineares Homogéneos com Coeficientes
Constantes

Um sistema linear homogéneo x’ = P(t)x tem coeficientes constantes
se P(t) é constante, ou seja,

P(t) = A,

em que A é uma matriz que nao depende de t.

Em outras palavras, um sistema linear homogéneo com coeficientes
constantes pode ser escrito como:

x' = Ax.

Faremos uma breve revisdo dos conceitos de auto-valor e auto-vetor
antes de prosseguir com o estudo desses sistemas.
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Revisao de Auto-valores e Auto-vetores

Considere uma matriz A € R"™". Dizemos que um vetor ndo-nulo
£ =[¢1,....&)T é um auto-vetor de A associado ao auto-valor r se

A€ =ré.

Observacgao 1:

Note que, se & é um auto-vetor, entdo n = c& é também um auto-vetor
para qualquer ¢ # 0.

Observacgao 2:

Em palavras, um auto-vetor define uma diregéo na qual a matriz se
comporta como um escalar!
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Se £ € um auto-vetor associado a r, entao
(A-rh¢ =0,

em que I denota a matriz identidade e 0 é o vetor nulo.

A equagéo acima admite solugdo ndo-nula se e somente se

det(A — rl) = 0.

A equacao
p(r) = det(A —rl),

define um polinbmio de grau n, chamado polindmio caracteristico da
matriz A.

As raizes do polinémio caracteristico sdo os auto-valores de A.
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Conhecendo um auto-valor r, determinamos o auto-vetor associado &
resolvendo o sistema linear

(A-rhg=0,

que admite infinitas solugdes.

Observacao 1:

Podemos determinar pelo menos um auto-vetor associado a cada raiz
do polinémio caracteristico.

Observacao 2:

Se o polinbmio caracteristico possui n raizes distintas ry, 1o, . . ., Iy,
entdo podemos determinar n auto-vetores £(1), £2) . £(M_ Além
disso, pode-se mostrar que os n auto-vetores sdo linearmente
independentes.
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Exemplo 6

Determine os auto-valores e auto-vetores da matriz

el
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Exemplo 6

Determine os auto-valores e auto-vetores da matriz
1 1
A=l 3

Resposta: Os auto-valoressdor; =3ern = -1.
Os auto-vetores associados sao

Obs: Multiplos ndo-nulos desses vetores também serdo auto-vetores da
matriz A.
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Vamos agora retornar aos sistemas lineares homogéneos com
coeficientes constantes.

Exemplo 7

Determine a solugéo geral do sistema linear homogéneo com
coeficientes constantes x’ = Ax em que

Al ]
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Vamos agora retornar aos sistemas lineares homogéneos com
coeficientes constantes.

Exemplo 7

Determine a solugéo geral do sistema linear homogéneo com
coeficientes constantes x’ = Ax em que

1 1
a1
Resposta: Admitindo que uma solucéo pode ser escrita como
X = é-el’t,
concluimos que & e r devem satisfazer a equacao

rée = Age =  A¢ =1,

ou seja, & é um auto-vetor associado ao auto-valor r.
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Sabemos que os auto-valoresde Asdory =3er, =—-1e0s
auto-vetores séo
(1) _ | @ _|1
€=l o en=]l

Portanto, temos as solucbes

que séo linearmente independentes.
Concluindo, a solucao geral do sistema x’ = Ax é

1 at T =t
}e + C2 _2}6 .

2

X=C1[
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Exemplo 8

Encontre a solugéo geral do sistema

0
1
1

]
x = 1

0

1
0 X
1
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-
Exemplo 8

Encontre a solugéo geral do sistema

0 1 1
x =1 0 1|x
110
Resposta: Os auto-valores e auto-vetores sao:

1 1 0
1 -1 =

Portanto, a solugéo geral é:
0
1 e
-1

X = Cq [1
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Consideracotes Finais

De um modo geral, admitimos que um sistema linear homogéneo com
coeficientes constantes x” = Ax admite uma solucédo da forma

x = &e.
Derivando e substituindo na equacao, obtemos
rée = Age" = AE=T€,

ou seja, £ é um auto-vetor associado ao auto-valor r.

Se a matriz A possui auto-vetores &), ..., £ linearmente
independentes, entdo a solugao geral do sistema linear homogéneo
com coeficientes constantes x’ = Ax é

x = ci&Ment 4 coePet 4 4 cpge(Ment,

Muito grato pela atenc¢éo!
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