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Aula 17 — Solugbes em Série na Vizinhanga de um Ponto Singular
Regular.
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Ponto Ordinario e Singular

Na aula de hoje, continuaremos nosso estudo sobre a resolucao de
uma EDO linear de segunda ordem homogénea

y" +p(x)y’ +q(x)y =0, (1)

usando série de poténcias.

De um modo geral, dizemos que uma fungéo f é analitica em xp se ela
admite uma expansao em série centrada em xg com raio de
convergéncia Ry > 0:

f(x) = Z an(x —x0)", VIx—Xxol| < Ry.
n=0

Usando essa terminologia, dizemos que xg € um ponto ordinario de
(1) se p e g sdo analiticas em xp. Caso contrario, dizemos que xp € um

ponto singular de (1).
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Solucédo em Série Préximo de um Ponto Ordinario

Na dltima aula vimos que se xg € um ponto ordinario, entao todas as
solugdes de

y” +p(x)y’ +q(x)y =0,
podem ser representadas em série de poténcias

(o)

y(x) = D> an(x=x0)", VIx—xl <R,
n=0

em que 0 < R = min{R,, Ry}, Ry, e Ry s&o os raios de convergéncia de
p e g, respectivamente .

Na aula de hoje veremos que podemos aplicar uma metodologia
semelhante quando xo € um tipo especial de ponto singular, chamado
ponto singular regular.
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Ponto Singular Regular e Irregular

Um ponto singular xg de
y" +p(x)y’ +a(x)y =0,
¢ dito singular regular se as fungdes
p(x) = (x - x0)p(x) e g(x) = (x-x)?q(x),
sao ambas analiticas em Xxp, ou seja, podemos escrever

p(x) = (x - xo)p(x) = i pn(X = X0)",  VIx — X0l < Rp,
n=0

G(x) = (x — x0)%q(x) = Z an(X = X0)",  VIx = xol < Ry
n=0

Um ponto singular que nao é regular é chamado ponto singular

irregular.
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Propriedades de um Ponto Singular Regular

Se xp € um ponto singular regular, entao

lim (x = x)p(x) =po € lim (x = X0)?q(x) = qo,

X—Xo X—Xo

em que pp € qop Sao 0s primeiros termos da expansao em série das
funcdes p e q.

Sobretudo, ambos limites existem e sao finitos!

Exemplo 1

Determine e classifique os pontos singulares da equagao

2x(x = 2)%y” 4+ 3xy’ + (x - 2)y = 0.
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Propriedades de um Ponto Singular Regular

Se xp € um ponto singular regular, entao

lim (x = x)p(x) =po € lim (x = x0)?q(x) = qo,

X—Xo X—Xo

em que pp € qo Sao 0s primeiros termos da expansao em série das
funcbes p e q.

Sobretudo, ambos limites existem e sao finitos!

Exemplo 1

Determine e classifique os pontos singulares da equagao
2x(x = 2)%y" +3xy’ + (x - 2)y = 0.
Resposta: Temos que x = 0 é um ponto singular regular enquanto

que x = 2 é um ponto singular irregular.
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Solugao Proximo de um Ponto Singular Regular

Suponha que xo = 0 é um ponto singular regular de

y" +p(x)y’ +a(x)y = 0.
Multiplicando a equacéo por x2, obtemos

X2y + xpp()]ly’ + [Xq(x)]y =0,
que, substituindo xp(x) e x2q(x) por po € qo, respectivamente, relembra
a equacéo de Euler cuja solugdo é y(x) = x", x > 0.
Em vista disso, admitimos que a solugcao pode ser escrita como

(o] [s+]
y(x) = x" Z anx" = Z apx"", com ay#0 e Vx> 0.
n=0 n=0

|
Se xp # 0, efetuamos uma mudanga de variavel t = x — xg ou t = xp — X
de modo que fp = 0 é ponto singular regular e estudamos a solucao

parat > 0.
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Exemplo 2

Resolva a equacao diferencial

2x%y" —xy’ + (1 + x)y = 0.
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————
Exemplo 2

Resolva a equacao diferencial

2x2y" —xy’ + (1 4+ x)y = 0.

Resposta: Derivando y(x) = X, a,x""" obtemos a equagéo
indicial

r(r=1)+pr+q =0 < (r-1)(2r-1)=0,
cujas raizes sdo ry = 1 e r, = 1/2, chamados exponentes na
singularidade. Além disso, temos a relacao de recorréncia

an—1

[(r+n)=1][2(r + n)-1]"
Para r = r = 1, encontramos
(_1 )n2n
(2n+1)!

Yn>1.

an = -

an = apg, VYn>1.
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Logo, uma solugao é

(-1)2"

= x|1 —~———x", Vx>0.
yi(x) =x +; @n+ 1)~
Parar = r. = 1/2, encontramos
(-1)"2"
an = Wao, Yn>1.

Portanto, uma segunda solugao é

=n2" ,
1+Z @n), X

n=1

yo(x) = x'/2 . ¥x>0.

Finalmente, a solucdo geral da EDO ¢é

y(x) = c1y1(x) + caye(x), VYx>0.
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Método de Frobenius

Suponha que xo = 0 é ponto singular regular da EDO

X2y + xxp(x)ly’ + [x*q(x)]y = 0.

Sejam ry € r2, com ry > ro, raizes da equacao indicial
F(r) = r(r=1) + por + qo,

em que
po = lim xp(x) e qo = lim x?q(x).
x—0 x—0

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill 9/16



Primeira Solugéo

Admitindo -
y(x) = Z anx"™, 0<x<R,
n=0

encontramos uma solugéo da forma

y1(x) = x" , 0<x<R,

1+ Z an(ry)x"
n=1

em que os coeficientes an, satisfazem a relagao de recorréncia

n—1
F(r+n)an+ > ac[(r+K)pak +ank] =0, ¥nx1,
k=0

coma =1er=n.
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Raizes distintas que nao diferem por um inteiro

Se ry — ro n@o é zero nem um inteiro positivo, entdo uma segunda
solucdo linearmente independente é dada por

y2(x) = x"

1+ Z an(rg)x”l, 0<x<R,
n=1

em que os coeficientes a,, satisfazem a mesma relagao de recorréncia

n—-1
F(r+ n)a, + Z ak [(r+ K)pn-k + gn-k] =0, VYn=>1,
k=0

comag=1masr=rs.
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Raizes repetidas ou diferindo por um inteiro positivo

Se ry = rp, entdo uma segunda solugao linearmente independente é
obtida admitindo

¥o(x) = y1(x) Inx + x" Z bpx", 0<x<R.
n=1

Se ry — r.. = N, um inteiro positivo, entdo uma segunda solugéo
linearmente independente é obtida admitindo

1+icnx” )

n=1

¥2(x) = coy1(x) Inx + x" 0<x<R.

Nas expressdes acima, os coeficientes b, e ¢, podem ser obtidos
substituindo na EDO a expressao para y».
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Exemplo 3

Determine as duas solugdes linearmente independentes da equacao de

Bessel de ordem zero
X2y// +Xy1 + X2y _ 0’

a direita de xg = 0.

Observacao

A equacgao de Bessel de ordem v é

X2y" + xy' + (x2 =)y = 0.
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Exemplo 3

Determine as duas solugdes linearmente independentes da equacao de
Bessel de ordem zero

XCy" +xy' +x%y =0,

a direita de xg = 0.

Observacao

A equacao de Bessel de ordem v é

X2y" + xy’ + (x> =v?)y = 0.

Resposta: A relagéo indicial é
Fr)=r(r=1)4+r=r*=0 = r=nr=0,

portanto, temos raizes repetidas.
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Admitindo

yi(x) = Z anx",¥x > 0,
n=0

obtemos a; = 0 e a relagao de recorréncia

1
an = __2311_2, Vn > 2
n

Logo,
(-1

:22m(m|)2ao e amy1 =0, Ym=1,2,....

azm

Portanto, uma solucao, chamada funcao de Bessel de primeira
espécie de ordem zero, é

B() =y (x) =1+ ((;])):

n=1

X 2n
— Y 0.
(2) Xz
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Admitindo -
¥o(x) = y1(x) In(x) + Z bpx",¥x > 0.

n=1

Derivando e substituindo na EDO obtemos a relagao de recorréncia

00 > 4n
5 n-1 __ _ n+1 2n-1
br + 4box + %ln by + bp-2]x"" = ;( R

Logo, param =1,2,..., temos

(—1)'"+11 1 1 b 0
W +—++E e om—1 = U.

2
Portanto, uma segunda solugéo linearmente independente, chamada
funcao de Bessel de segunda espécie de ordem zero, é

(1+ +. +1)(;)2n.
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Yo(x) = ) = b)) + Y

n=1



Consideracotes Finais

Na aula de hoje, apresentamos o método de Frobenius para resolucao
por séries em torno de um ponto singular regular.

Especificamente, se xo = 0 é ponto singular regular da EDO

X2y + x[xp(x)ly’ + [x*q(x)]y = 0,

entdo admitimos uma solugéo
[Se]
y(x) = Z apx™, com ay#0 e Vx>0,
n=0

em que r é uma raiz da equacao indicial

F(r)=r(r=1)+por + . po=limxp(x) e qo= lim x2q(x).

Muito grato pela atencéo! ]
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