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Aula 17 — Representacao de Fungdes em Séries de Poténcia.
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Revisao

Uma série de poténcias centrada em a ou em torno de a é uma série
da forma

ch(x—a)”:co+c1(x—a)+cz(x—a)2+c3(x—a)3+...,

n=0

em que x € uma varidvel, a é fixo e os coeficientes c,’s sdo constantes.

Uma série de poténcias define uma funcao

cujo dominio é o conjunto de todos os pontos para os quais a série
converge, que inclui o ponto x = a.
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Exemplo 1 (Série Geométrica)

Sabemos que a série geométrica satisfaz

1
— =14+ x+x2+x° X" Vx| <1.
— =1+ x+ P+ Z IX]

Temos assim a representacdo em série de poténcias da fungao
f(x)=1/(1 - x).

O intervalo de convergéncia da série geométrica é (-1, 1).
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Exemplo 2

Expresse a funcao
1
f(x) = ——,
(x) 14 x2

como uma série de poténcias e encontre o intervalo de convergéncia.
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Exemplo 2
Expresse a fungéo
1
f(x) = —,
() 1+ x2
como uma série de poténcias e encontre o intervalo de convergéncia.

Resposta: Substituindo x por —x? na série geométrica, encontramos

[ee]

f(x) = Z(—1)”x2”, Vx| < 1.

n=0

Tal como a série geométrica, o intervalo de convergéncia da série de
poténcias de f(x) é (—1,1).

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill

4/19



Exemplo 3

Encontre uma representagédo em série de poténcias para

x3

X+2°

f(x) =

e determine o intervalo de convergéncia.
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Exemplo 3

Encontre uma representagdo em série de poténcias para

x3

f(x) = 12

e determine o intervalo de convergéncia.
Resposta: Usando a série geométrica, temos que

3 1 3 xS (1),
0= ~ 7 () = 2 ez <

O intervalo de convergéncia é (-2, 2).
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Teorema 4 (Derivacgao e Integracao Termo a Termo)

Se a série de poténcias Y, c,(x — a)" tem raio de convergéncia R > 0,
entdo a funcao

f(X) = Co+C1(x—a)+cz(x—a)2+_” — icn(x—a)”,
n=0

é diferenciavel no intervalo |x — al < R e

o f(x) = Z ncp(x —a)™', V|x-al<R.
n=1

off(x)dx:C—i—Z “_(x—a)™!, Vx-al<R.
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Exemplo 5

Expresse a fungao
1

=T

como uma série de poténcias e encontre o raio de convergéncia.
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Exemplo 5

Expresse a funcéao
1

(1-x)2%
como uma série de poténcias e encontre o raio de convergéncia.

f(x) =

Resposta: Derivando a série geométrica

[oe]

1 n
= x", VY|x| <1,
1-x r;) X

encontramos
(o]
f(x) = Z nx", Vx| < 1.
n=1

O raio de convergénciaé R = 1.
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Exemplo 6

Encontre uma representagédo em série de poténcias para
f(x) =In(1 - x),

e determine o raio de convergéncia.
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Exemplo 6

Encontre uma representagdo em série de poténcias para
f(x) =In(1 - x),
e determine o raio de convergéncia.

Resposta: Integrando a série geométrica

1 P
= X', Vx|l <1,
1-x HZ:JJ Xl

concluimos que

2 xn+1
f(x):—Z , Vx| < 1.
= n+1

O raio de convergénciaé R = 1.
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Teorema 7

Se f tiver uma representagdo (ou expansdo) em série de poténcias em
a, ou seja,

(o8]

f(x) = Z cn(x—a)", Ix-al<R,

n=0
entdo seus coeficientes satisfazem

f()(a)

Ch =
n!
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————
Série de Taylor e de Maclaurin

Definicao 8 (Série de Taylor)

A série de Taylor de uma fungéo f centrada em a é

> f(n)
f(x) = Z J n(!a)(x -a)", |x-al<R.

Em particular, quando a = 0, tem-se:

Definicao 9 (Série de Maclaurin)

A série de Maclaurin de uma funcéo f é

- (0
f(x) = Z nf )x”, Ix| < R.
n=0 ’
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Exemplo 10

Encontre a série da Maclaurin da fungéo f(x) = e* e seu raio de
convergéncia.
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Exemplo 10

Encontre a série da Maclaurin da fungdo f(x) = e* e seu raio de
convergéncia.

Resposta: Temos

o X"
Z — Vx e R.
for) n!
O raio de convergéncia é R =
Teorema 11
Para todo x € R, tem-se .
X
lim — =0
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Definicao 12 (Polinémio de Taylor)

O polinémio de Taylor de grau nde fem a é

Tn(X) _ i f(k)(a) (X _ a)k

= K

Teorema 13

Suponha que f(x) = Tn(x) + Rn(x), em que T, é o polinémio de Taylor
de graundef e R, é o resto. Se

lim Ra(x) =0, V|x-al<R,

n—oo
entdo f é igual a soma de Taylor no intervalo |x — a| < R.
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Teorema 14

Suponha que f(x) = T,(x) + Rn(x), em que T, é o polinémio de Taylor
de grau n de f e Ry, é o resto. Se |f("t1)(x)| < M para todo |x — a| < d,
entdo

IRn(x)| < Ax—a"™, Vix-al<d.

_ W
(n+1)
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Exemplo 15

Os polinbmios de Taylor de grau n = 1,2,3 de e em a = 0 sdo

x? 2 3
Tix)=1+x Te()=1+x+5 e Ta(x)=T+x+5+=.
Note que
d
n+1
Rn(X)S(n_H)!lxl , Vx| <d.

Portanto, em x = 1, temos temos

R1(1)s§:1.3591,

Ro(1) < g — 0.45305,
e

Rs(1) < — = 0.11326.

3 ( )—24 0.11326
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Aproximacdes de e* por Ty, T» e Ts.
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Exemplo 16

Encontre a série de Maclaurin de sen(x) e demonstre que ela
representa sen(x) para todo x € R.
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Exemplo 16

Encontre a série de Maclaurin de sen(x) e demonstre que ela
representa sen(x) para todo x € R.

Resposta: Temos

= -1)" , VxeR.
sen(x) nz_;)( @n 1) X
O resto satisfaz, para todo x € R,
|X|n+1
|Rn(x)| < m — 0, quando n — oo,
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Aproximagdes de sen(x) por Ty, Tz e Ts.
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Exemplo 17

Encontre a série de Maclaurin de cos(x).
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Exemplo 17

Encontre a série de Maclaurin de cos(x).

Resposta: Temos
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje exploramos a representagéao de uma funcao em termos
de uma série de poténcias. Destacamos que se f(x) = X", ca(x —a)"”
entdo

= Z nca(x —a)™' e ff(x)dx =C+ Z Cn ] (x —a)™™,
n=1 = n+

para todo |x — a| < R.

Destacamos também que a série de Taylor e de Maclaurin de f, quando
existem, s&o dadas por
e #(n)
X) = Z
n=0

Z f(n)
Muito grato pela atencéo!
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