Calculo Il

Aula 15 — Testes de Convergéncia.

LJ
\‘ ', Marcos Eduardo Valle
; ‘ Depart. Matematica Aplicada

IMECC — Unicamp

Y
UNICAMP

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill 1/21




Revisao

A soma dos n primeiros termos de uma sequéncia {an};_;,

n
i=1

i=

€ chamada soma parcial.

Uma série infinita, ou simplesmente série,

Zan:a1+a2+a3+...+an+...

n=1

é obtida somando todos os termos de uma sequéncia {as},,_;.

Dizemos que a série }; a, converge se a sequéncia {sp},’_, das somas

parciais for convergente. Caso contrario, dizemos que a série diverge.
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Teorema 1
Se Y, an, ), by convergem, entdo as séries

Z can, Z(an +bn) e Z(an — bn),

também convergem e valem as identidades:

1. ican = Cian.
n=1 n=1
n=1

bn.

n=1

3. i(an -bp) = i an
n=1 n=1

(9]
=1
bn.

1

2
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Teste para Divergéncia

Teorema 2

Se a série ).}’ , an converge, entédo limy_,., an = 0.

Teorema 3 (Teste para Divergéncia)

Se limp_.« a N&o existe ou se lim,_.« ap # 0, entdo a série 3., an
diverge.
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Exemplo 4

Determine se a série .
Z 5n2 + 4’

n=1

converge ou diverge.
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Exemplo 4

Determine se a série
0 2

Z n
2 2
et 5nc + 4
converge ou diverge.
Resposta: Como
n® 1

im -~ 1o
B2+ 4 5

pelo teste da divergéncia, a série diverge.
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Teste da Integral

Teorema 5 (Teste da Integral

—
~

Suponha que f seja uma fungdo continua, positiva e decrescente em
[1,). Se a, = f(n), entdo

e Se f f(x)dx for convergente, entdo Z a, converge.
1

n=1

e Se f f(x)dx for divergente, entdo Z a, diverge.
1

n=1

Cuidado: Se f f(x)dx for convergente, Z ap converge mas nao

n=1

garantimos Z an = f f(x)dx.
n=1 1
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Exemplo 6

o0
Teste a série Z
n=1

quanto a sua convergéncia ou divergéncia.
n°+1
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Exemplo 6

‘

quanto a sua convergéncia ou divergéncia.

<1 Vs
ax = —,
j; X2 + 1 4

concluimos pelo teste da integral que a série converge.

Teste a série
,; n?+1

Resposta: Como
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Exemplo 7

Determine se a série harmonica
il—1+1+1+1—+
n:1n_ 2 3 4 7

converge ou diverge.
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Exemplo 7

Determine se a série harmonica

i1—1+1+1+1—+
Lin 2 3 4 7

converge ou diverge.

Resposta: Como

00 1 00
f1 ;dx = In(x)'1 = 400,

concluimos que a série diverge pelo teste da integral.
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Exemplo 8

(o0
: - 1 -
Para quais valores de p a série E pr chamada p-série, converge?
n=1
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Exemplo 8

: oo ] »
Para quais valores de p a série Z prl chamada p-série, converge?
n=1

Resposta: Para p = 1, temos a série harménica, e portanto, diverge.
Para p # 1, consideramos a integral

fm1dx X
¢ xPT 1-p

Portanto, a p-série converge se p > 1 e diverge se p < 1.

oo 1
—Jp-1
1 +oo, sep<1.

sep>1,
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Teste da Comparacéao

Teorema 9 (Teste da Comparacao)

Suponha que 3, a, e >, b, sejam ambas séries com termos positivos
fais que a, < b, para todo n > N.

e Se ) b, converge, entao ), a, também converge.

e Se ) a, diverge, entédo ) b, também diverge.
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Exemplo 10

o0
. In(n . A . A
Teste a série E % quanto a sua convergéncia ou divergéncia.
n=1
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Exemplo 10

In(n)

n

(o]
Teste a série Z quanto a sua convergéncia ou divergéncia.
n=1

Resposta: Como

, ¥Yn>3,

n
- 1 . ~ - -
e a série Z - diverge, pelo teste da comparagéo, a série em questao
n=1
também diverge.
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Teste da Comparagéo no Limite

Teorema 11 (Teste da Comparagao no Limite)

Suponha que 3 a, e Y, b, sejam ambas séries com termos positivos.
Se a

lim = =¢,

n—oo bn
em que ¢ > 0 é um numero finito, entdo ambas as séries convergem ou

ambas divergem.
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Exemplo 12

Teste a série Z quanto a sua convergéncia ou divergéncia.

V5+n
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_____________________________________
Exemplo 12

n2
+3n X A , A
Teste a série Z quanto a sua convergéncia ou dlvergen0|a.

i m

Resposta: Como os termos dominantes no numerador e no
denominador respectivamente sdo 2n° e Vn®, consideramos

; ~ 2n®+3n o b — 2n?
n ,—5+n5 n \/—

Desse modo,

an
[im — = lim

by o <v—5+ ) o) -

Como a série Z b, =2 Z i diverge, pelo teste da comparacéao no

n=1 n=1
limite, a série 3,7, a, também diverge.
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Série Absolutamente Convergente

Definicdo 13

Uma série ), a, é dita absolutamente convergente se a série de
valores absolutos }’ |a,| for convergente.

Teorema 14

Se uma série ), a, for absolutamente convergente, entao ela é
convergente.

A reciproca nao é sempre verdadeira: Uma série convergente ndo é
necessariamente absolutamente convergente.
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Exemplo 15

. .. \acosn :
Determine se a série E —— converge ou diverge.
n
n=1
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Exemplo 15

. .. X cosn .
Determine se a série Z — converge ou diverge.
n=1

Resposta: Como

| cos n| 1
< _7
nZ = n2

oo
e Z # converge, pelo teste da comparacao a série é absolutamente
n=1
cosn
n2

[ee]
convergente. Portanto, a série Z converge.

n=1
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Teste da Razao

Teorema 16 (Teste da Razao)

Dada uma série ) a,, suponha que

an+1
an

lim

n—oo

—L,

em que L é um nimero ndo-negativo ou infinito. Tem-se:
e Se L <1, entdo Y a, é absolutamente convergente.

e SelL > 1, entdo ), a, diverge.

e Nada podemos afirmarse L = 1.
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Exemplo 17

&9 3
. - n 5 N . N
Avalie a série E (-1 )”E quanto a sua convergéncia ou divergéncia.
n=1

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo I1l 17/21



Exemplo 17

‘
w

o0
Avalie a série Z(—1 )”ﬁ qguanto a sua convergéncia ou divergéncia.
n=1

Resposta: Como
1
= =<1,
3

an41
an

lim

n—oo

a série converge pelo teste da razao.
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Exemplo 18

(o8] nn
Avalie a convergéncia da série Z PR
n=1 "
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Exemplo 18

: . o n”
Avalie a convergéncia da série Z T
n=1""

Resposta: Como
an+1

an

lim =e>1,

n—oo

a série diverge pelo teste da razao.
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Teste da Raiz

Teorema 19 (Teste da Raiz)

Dada uma série }’ a,, suponha que
lim +lan| = L,
n—oo

em que L é um ndmero ndo-negativo ou infinito. Tem-se:
e SelL <1, entdo ), a, é absolutamente convergente.

e SelL > 1, entdo ), a, diverge.

e Nada podemos afirmar se L = 1.
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Exemplo 20
2n+ 3)”

Teste a convergéncia da série —_—
g nZ_; (3n +2
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Exemplo 20

2n+3)”

Teste a convergéncia da série Z (
— 3n+2

Resposta: Como
" 2
lim +/|an] = 3 <1,
n—oo

a série converge pelo teste da raiz.
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje apresentamos varios testes para avaliar a
convergéncia ou divergéncia de uma série )’ a,. Listamos abaixo os
testes apresentados:

1. Teste da divergéncia.

2. Teste da integral.

3. Teste da comparagdo e comparagao no limite.

4. Teste da razao e teste da raiz para convergéncia absoluta.

Lembramos que uma séria converge absolutamente se )’ |a,| converge.
Sobretudo, convergéncia absoluta implica convergéncia.

[ Muito grato pela atencéo! ]
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