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Introducao

A transformada da solucdo de um problema de valor inicial muitas
vezes aparece como o produto de duas transformadas. O produto das
transformadas, porém, ndo é a transformada da produto!

Exemplo 1

Considere o problema de valor inicial
x" 4+ x=cos(t), x(0)=0 e x'(0)=0.
Nesse caso, encontramos

s s 1
(s2+1)2  s2+1s82+1

X(s) = Z{cos(t)} L{sen(t)},

cuja solucao é
1
x(t) = Etsen(t) # cos(t) sen(t).
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Convolucéao

Felizmente, podemos determinar uma funcéao cuja transformada
corresponde ao produto das transformadas usando a convolugao:

Definicao 2 (Convolucao)

Dadas duas fungoes f e g continuas por partes parat > 0, a
convolugéo de f e g é a fungao definida por:

t
(f+9g)(t) = f f(r)g(t - 7)dr, Vt=0.
0
Também denotamos a convolugéo por f(t) = g(t).

Teorema 3 (Comutatividade)

A convolugdo é comutativa, ou seja, vale

fxg=gxf.

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill 3/17



Exemplo 4

Determine a convolugéo de cos(t) e sen(t).

Observacao:

Lembre-se que

1
cosasenb = E(sen(a + b) —sen(a - b))
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Exemplo 4

Determine a convolugéo de cos(t) e sen(t).

Lembre-se que

1
cosasenb = E(sen(a + b) —sen(a - b))

Resposta: Pela definicdo de convolucéao, temos

t t
cos(t) = sen(t) = ﬁ cos(7)sen(t — 7)dr = % j(; sen(t) —sen(27 — t)dr

— % [sen(t)r + %cos(2r - t)] = %tsen(t).
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Transformada da Convolugéo

O seguinte teorema estabelece uma relacao entre a transformada da
convolugéo e o produto das transformadas.

Teorema 5 (Transformada da Convolugéo)

Considere fungbes f e g continuas por partes para todo t > 0. Se
(1) < Me® e |g(t)| < Me® quando t — oo, entdo a transformada da
convolugdo existe e satisfaz

ZAf(t) = g(t)} = Z{f(t)} L{g()}, VYs>ec.
Além disso, temos
Z7F(s)G(s)} = f(t) = (1),

em que F(s) = Z{f(t)} e G(s) = Z{g(t)}.
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Exemplo 6

Sabendo que
1

e Z{et} = —,

Z{sen(2t)} = p—

s2+4

use a convolugao para determinar a transformada inversa

o)
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Exemplo 6

Sabendo que

Z{sen(2t)} =

e .f{e’} =

s2+4 s—1

use a convolugao para determinar a transformada inversa

C ()8

Resposta: Pela definicdo da convolugéo, temos

3‘%@} = I)t sen(27)e! "dr.

Essa integral pode ser calculada aplicando duas vezes integracao por
partes.
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De modo alternativo, podemos resolver usando variaveis complexas
Ccomo segue:

t ) t . t .
| — f Im{e2rl}et—TdT _ Im{f eQTIet—TdT} _ Im{f et—(1—21)rdT}
0 0 0

—1 t— —iTt _ -1 it t
A R = Lt

=Im {@ Icos(2t) + isen(2t) — etl}

= % [Zet —2cos(2t) — sen(2t)] .

Concluindo, temos

7 {(8—1)(2T4)} = %(2et —sen(2t) — 2cos(2t)).
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Andalise de Sistemas

Considere o problema de valor inicial
ax"” +bx" +cx =1f(t), x(0)=x, e x'(0)=xi,

em que x(t) é chamada saida ou resposta e f(t) é a entrada.

Aplicando a transformada de Laplace, encontramos

(as + b)xo + axy 1

X(s) =
() as?+bs+c as?+bs+c

F(s) = ®(s) + W(s)F(s).

A fungdo W(s) = 1/(as? + bs + ¢) é chamada fungdo de transferéncia
do sistema e
w(t) =27 {W(s)},

é chamada fungéo peso. Note que a fungao peso nao depende de f(t)
nem das condi¢des iniciais!
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Principio de Duhamel

Da convolugéo, temos que a resposta do sistema é
t
x(1) = (1) + w(t) = £(t) = o(t) + f w(z)f(t 7).
0

em que ¢(t) = £ 1 d(s)}.

A férmula acima, chamada principio de Duhamel, permite estudar o
comportamento (resposta) do sistema para diferentes fung¢des de
entrada f.
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Exemplo 7

Considere um sistema descrito pelo PVI
X" +6x"+10x =f(t), x(0)=0 e x'(0)=0,

em que f representa uma forga externa. Nesse caso, temos a fungéo de
transferéncia

B 1 B 1

- s2465+10 (s+3)2+1’

W(s)

e a fungéo peso
w(t) = e'sen(t).

Pelo principio de Duhamel, temos

x(t) = j; e % sen(7)f(t — 7)dr.
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Derivada da Transformada

O seguinte resultado estabelece uma conexdo com a derivada da
transformada F(s) com a transformada de —tf(t).

Teorema 8 (Derivada da Transformada)

Se f é uma fungéo continua por partes para todo t > 0 e [f(t)| < Me®
quando t — oo, entao

Z{-tf(t)} = F'(s), Vs>c,

em que F(s) = Z{f(t)}. Equivalentemente,

(1) = 27 F(s)) =327 F(9)).

De um modo geral, tem-se Z{t"f(t)} = (=1)"F(")(s).
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Exemplo 9

Determine Z{tz sen(kt)}.
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Exemplo 9

Determine .,?{t2 sen(kt)}.

Resposta:
2k(3s? — k?)

g{tz sen(kt)} = CETaE
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Exemplo 10

Determine .2 ~'{tan™"(1/s)}.
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Exemplo 10

Determine £~ {tan‘1 (1 /s)}.
Resposta: Pelo teorema da derivada da transformada, temos que

1 __4(d _ 1 1 1
f(t) =2 1{£ [tan 1(1/3)]} =27 1{_W?}

B 13_1 1 _ sen(t)
t s2 +1 t
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Integral da Transformada

O seguinte teorema relaciona a integral da transformada F(s) com o
quociente f(t)/t, se o Ultimo for “bem comportado” quando t — 0.

Teorema 11 (Integral da Transformada)

Considere uma funcao f continua por partes para todo t > 0 tal que

. (1) , .
lim —= existe e é finito.
t—ot t

Se |f(t)| < Me®* quando t — o, entdo

3@: ooFo-da, Vs > c.
(o) [ o

Equivalentemente, tem-se f(t) = £~ (F(s)} = ti”{f F(o-)do-}.
S
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Exemplo 12

Determine f{&th(t)}.

Observacao:

Sabemos que
Z{senh(t)} =

s2-1°
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Exemplo 12

Determine j{sen?(t) }

Observacao:

Sabemos que

1
A h(t)} =
{senh(t)} P
Resposta:
g{senh(t)} B 1In(s+1)
t 2 s—1
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Exemplo 13

Encontre £~ {( _1)}

Observagao:

Sabemos que

Z{senh(t)} =

s?2—-1
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Exemplo 13

Encontre .#~" _ 25 .
(s2-1)2

Sabemos que

Resposta:
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje definimos a convolucao de duas funcdes f e g como

t
f(t) = g(t) = f t(r)g(t - 7)dr, Vt>0,
0
e destacamos que

ZAf(t) « g(t)} = Z{f(1)} ZL{g(1)} .

Na aula de hoje também destacamos que

LIt} = (-1)"F(s) e g{i:)}:fmlr(a)da,

em que F(s) = Z{f(t)}.

Muito grato pela atencéo!
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