Calculo IlI

Aula 11 — Funcao Degrau e Fungéo Impulso.

LJ
\‘ ', Marcos Eduardo Valle
; ‘ Depart. Matematica Aplicada

IMECC — Unicamp

Y
UNICAMP

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill 1/18




Nas aulas anteriores, apresentamos a transformada de Laplace e vimos
como ela pode ser usada para resolver um problema de valor inicial
com coeficientes constantes.

Em todos os exemplos que apresentamos, consideramos fungdes de
entrada (termo do lado direito da EDO) continuas.

Uma das grandes vantagens da transformada de Laplace é que ela
também pode ser usada quando a funcéo de entrada é descontinua ou
impulsiva.

Na aula de hoje, veremos como a transformada de Laplace é aplicada
nesse contexto.
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Funcao Degrau

Um tipo importante de descontinuidade que surge, por exemplo na
andlise de um circuito elétrico, & o de primeira espécie, ou seja, quando
a fungdo é continua exceto por um nimero finito de “saltos”.

Podemos operar de forma eficiente com esse tipo de descontinuidade
usando a fungéo:

Definicao 1 (Fungéo Degrau Unitério)

A funcao degrau unitario, denotada por u., é definida por:

0, t<e,
uc(t) :{

1, t>c.

Em particular, escrevemos u = ug.
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Transformada da Fungao Degrau

A transformada de Laplace de uc, para ¢ > 0, é:

e—CS

Llug(t)} = et s>0.

Com efeito, pela definicao da transformada de Laplace, temos:

Llue(t)) = fow U (t)e~Stdt = fow ot

(o)

e—st
S

C

para s > 0.
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Considere agora uma funcao g dada por

0, t<e,
g(t) =
f(t-c), t=c,

em que f é uma fungéo continua definida para todo t > 0.

Note que g possui um “salto” em t = c.

Em termos da fungéo degrau, podemos escrever:

g(t) = uc(t)f(t —c).

Desse modo, temos o seguinte resultado.
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Teorema 2 (Translacao em t)

Se F(s) = Z{f(t)} existe paras > a >0 e se ¢ > 0, entdo
Lluc(t)f(t —c)} = e S 2{f(t)} = e *F(s), s> a.
Inversamente, se f(t) = £~ '{F(s)}, entdo
us()f(t—c) = 2 e *F(s)}.

Com efeito, se a transformada de Laplace F(s) = Z{f(t)} existe para
s>a=>0,entao

Llus()f(t - ¢)} = fm ue(t)f(t - c)eSlat = foo f(t - c)e~dt.
0 c

Tomando T = t — ¢, encontramos
Lus(t)f(t-c)} = f f(r)es+9dr = e‘scf f(r)e S"dr = e7°F(s).
0 0
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Exemplo 3

Determine a transformada de Laplace da fungao f dada por

f(t) = sen(t), 0<t<mn/4,
~ |sen(t) + cos(t — n/4), t>n/4.
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Exemplo 3

Determine a transformada de Laplace da fungao f dada por

f(t) = sen(t), 0<t<mn/4,
 |sen(t) + cos(t — /4), t> /4.

Resposta: A funcao f pode ser escrita como:
f(t) = sen(t) + ur/a(t) cos(t — /4).
Usando linearidade da transformada de Laplace, concluimos que

_ 1 _rs/4 S :H—se‘”s/4
s2 +1 s2 + 1 s2 + 1
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————
Exemplo 4

Determine a transformada inversa de

1 e
Observacao:
Sabe-se que
1
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———
Exemplo 4

Determine a transformada inversa de

1—e2s
Observacgao:
Sabe-se que
1

Resposta: Pela linearidade da transformada inversa, temos

f(t) =t - we(t)(t - 2) =

, 0<t<2,
2, t>2.
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Exemplo 5

Determine a solugao do problema de valor inicial
x"+4x=g9g(t), x(0)=0 e x'(0)=0,

em que g é a funcao dada por

0, 0<t<s5,
g(t) =32, 5<t<10,
1, 10<t.
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————
Exemplo 5

Determine a solucao do problema de valor inicial
X" +4x =9(t), x(0)=0 e x’(0)=0,

em que g é a funcao dada por

0, 0<t<5,
g(t) =118, 5<t<10,
1, 10<t

Resposta: Note que
(1) = {us(0)(t - 5) - wro(t)(t - 10)),

-5s -10s

o) = T
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Assim,

e—Ss_e—10s 1

X(s)= ————— = —|e™%H(s) - e '%H(s)|.
(s) 5s2(s?2 + 4) 5[ (s) ()]

Dessa forma, temos

h(t) = 2 {H(s)) = § - % sen(21),

e, consequentemente,

x(1) = %us,(t)h(t _5)- %um(t)h(t ~10),

cujo grafico é
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Funcgao Impulso

Em muitas situacoes, a fungdo de entrada possui um grande valor que
atua em um curto intervalo de tempo. Em termos matematicos, o termo
do lado direito da equacao diferencial tem seguinte forma:

Defini¢cdo 6 (Funcao Impulso Unitario)

A “funcao” impulso unitario, também chamada delta de Dirac e
denotada por 6(t), € uma distribuigdo que satisfaz

f 6(t)dt=1 e 6(t)=0, paratodot #O0.

(o)
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-

A funcéo delta de Dirac pode ser definida pelo limite

1

5(t) = lim d(t), em que d(t) = { 2* iy
o 0 caso contrario.

—-T<tl<r,

Usando o teorema do valor médio para integrais, podemos mostrar que

fm 5(t - to)(t)dt = F(ty).

o0

Em vista disso, para qualquer tp > 0, definimos
Z6(t - 1y)} = e,
Em particular, para f{ = 0, temos

215(t)) = 1.

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Il 12/18



Exemplo 7

Determine a solugao do problema de valor inicial

X"+ 4x = 85(t—2x), x(0)=3 e x(0)=0.
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———
Exemplo 7

Determine a solucao do problema de valor inicial

X" +4x =86(t-2r), x(0)=3 e x'(0)=0.

Resposta: Vamos denotar X(s) = Z{x(t)}. Aplicando a
transformada de Laplace, temos

(s°X(s) = x(0)s - x'(0)) + 4X(s) = 87",
Usando as condigdes iniciais e isolando X(s), encontramos

_3s+8e s ons 2

X(s = S
(s) s?+4 s?+4 s2+4
Lembrando das transformadas do seno e cosseno, concluimos que

x(t) = 3cos(2t) + 4uo.(t) sen(2t).
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Gréfico da funcao

x(t) = 3 cos(2t) + 4up, sen(2t).
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Exemplo 8

Determine a solugao do problema de valor inicial

2y" +y' +2y=4(t-5), y(0)=0 e y(0)=0.
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————
Exemplo 8

Determine a solugao do problema de valor inicial

2y”" +y +2y=6(t-5), y(0)=0 e y'(0)=0.

Resposta: Aplicando a transformada de Laplace, obtemos
252Y(s) +sY(s) +2Y(s) = e,

ou ainda
e—55

Y(§) = ———.
(s) 2s2 +s+2
Completando quadrados no denominador, podemos escrever
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Lembrando da transformada do seno e da translagdo em s, temos que

15
g) N :e-t/4sen(_V15t)
. .
[(s+%) +%] 4

Lembrando da transformada inversa da funcdo degrau concluimos que

Y1) = —2— ()6~ sen (@(t - 5)).

\/E
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Gréfico da fungéo

y(1) = ius(t)e (1-5)/4 sen[ MEPS 5)).
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje apresentamos a fungdo degrau unitario u(t) e a delta
de Dirac 6(t) que satisfazem:

ZLluc(t)f(t-c)} =e™*F(s) e Z{5(t-1t)}=e"",

em que F(s) denota a transformada de f(t).

Ambas u¢(t) e 6(t) sdo descontinuas e aparecem com frequéncia em
situagdes praticas, como por exemplo, no estudo de circuitos elétricos.

[ Muito grato pela atencéo! ]
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