Calculo IlI

Aula 10 — Transformacao de um Problema de Valor Inicial.

LJ
\‘ ', Marcos Eduardo Valle
; ‘ Depart. Matematica Aplicada

IMECC — Unicamp

Y
UNICAMP

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill 1/18




Introducao

Na aula de hoje, veremos como a transformada de Laplace pode ser
usada para resolver um problema de valor inicial.

Especificamente, considere o PVI com coeficientes constantes

ay”(t) + by +cy(t) =1f(t), y(0)=yo e y'(0)=n.

Da linearidade da transformada de Laplace, temos que
aZly"()} + b2y ()} + c Ly} = 21},

que envolve as transformadas de y”" e y’.

Veremos a relagao de .Z{y”(t)} e Z{y’(t)} com a transformada Y(s)
de y(t), isto é, Y(s) = Z{y(t)}.
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Transformada de y’

Suponha que a transforamada de Laplace

Y(s) = Zy(t) = fo e sty(t)at,

existe e
lim y(t)e st =o.

Integrando por partes, concluimos que
2y @)= [ ey
0

= y(t)e™™|; +s j:o y(t)e stdt
=—y(0) + sZ{y(t)}.
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Transformada de y”’ e y("

Pelo resultado anterior, concluimos que
Zly" ()} =-y'(0) + sZ{y' (1)}
=y'(0) + s (-y(0) + sZ{y(1)})
= s22{y(1)} - y(0)s - y'(0),
se limi_e y(t)e St = 0 e limio ¥/ (t)e™St = 0.

De um modo geral, temos
Transformada de y("

Se Y(s) = Z|y(t)} existe e lim;_,., y¥)(t)e~S! = 0 para
k=0,1,...,n—1, entdo

2] = sv(s) - ) sy (0)
k=1
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Exemplo 1

Use a transformada de Laplace para determinar a solucao de

y’-y -6y=0, y(0)=2 e y'(0)=-1.
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Exemplo 1

Use a transformada de Laplace para determinar a solugao de

y'-y -6y=0, y(0)=2 e y'(0)=-1.

Resposta: Aplicando a transformada de Laplace, temos
Ly’ -2y} -6ZLyy =0.

Denotando .Z{y} = Y(s) e usando as férmulas para a transformada de
y’ e y”, encontramos

(s?Y(s) — y(0)s — y'(0)) ~ (sY(s) - ¥(0)) - 6Y(s) = 0.
Usando as condigdes iniciais € manipulando os termos, obtemos

25-3

Y(§) = ——.
() s2-s-6
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O denominador, porém, satisfaz a identidade
s?—s-6=(s-3)(s+2).
Logo, podemos admitir que existem A e B tais que

2s-3 _ A , B
s2-s-6 s-3 s+2°

Somando as fragdes do lado direito, concluimos que

2s -3 A(s+2)+B(s-3)

s2-s-6  (s-3)(s+2)

Identificando os numeradores, concluimos que

3 7
A=> ¢ B=L.
5 °© 5
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Portanto, temos que

1

3 1
(5) =553

s+ 2

7
5
Aplicando a transformada inversa e lembrando que .2~ '{} é linear,

temos 3 1 4 1
_ Y - T o1
() =5% {3—3}+5J {s+2}'

Lembrando da transformada da exponencial, concluimos que a solucao
do PVI é

S et 7 o
y(t)—5e +5e .
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De um modo geral, podemos transformar um problema de valor inicial
ay”(t) + by'(t) + cy(t) = f(t), y(0)=yo e y'(0) =y,

com coeficientes constantes em

F(s) + (as + b)yo + ay
as?+bs+c

Y(s) =

B

com F(s) = Z{f(t)}. A transformada de Laplace inversa é usada para
determinar a solug¢édo do PVI.
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Fracdes Parciais

No processo de inversao da transformada de Laplace é comum nos
depararmos com uma fun¢éo da forma

P(s)
Y(s) = —=,
(s) Q)
em que P e Q sao, respect., polinbmios de grau me ncom m < n.

Nesses casos, usamos fragdes parciais para decompor Y(s) numa
soma de fragbes. Em termos gerais, seguimos as regras:
O termo (s — a)¥ no denominador admite a forma

Aq Ao Ak
+ > +...+ ok
s—a (s-a) (s—a)
« O termo irredutivel [(s — a)? + b?]¥ admite a forma:
Ais + B Ass + Bo Axs + By

5-af b2 [s—af+bfe T [(s-api bk
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Exemplo 2

Use a transformada de Laplace para determinar a solucao de

y" + 4y =sen(3t), y(0)=y'(0)=0.
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Exemplo 2

Use a transformada de Laplace para determinar a solugao de

y" +4y =sen(3t), y(0)=y'(0)=0.

Resposta: Usando a transformada de Laplace e as condi¢des iniciais,

obtemos
3

s2+9

s2Y(s) +4Y(s) = Zisen(3t)} =

Equivalentemente, temos
3

Y(s) = .
S C)
Note que ambos os termos no denominador sao irredutivies.
Sobretudo, como o numerador é constante, podemos supor

A B
Y(s) = .
(s) s2+4+32+9
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Dessa forma, usando fragoes parciais, concluimos que
(A +B)s® + (9A +4B) = 3.

Portanto,

3 3
A=—- e B=--.
5 5
Aplicando a transformada inversa, usando sua linearidade e lembrando

que .21 {.a/(s2 + az)} = sen(at), temos que a solugéo do PVI satisfaz:

1 3 1
= g ~ 2o
y() {32+4} 5 {32+9}

5

3 2 1 3
— g -

10 {32+22} 5 {32+32}

1
= % sen(2t) — 5 sen(3t).
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Translacdo em s

Em alguns casos, o seguinte resultado também pode ser Uutil:

Translacdo em s

Se F(s) = Z{f(t)} existe para s > c, entéo Z{eatf(t)} existe para
S > a + c e satisfaz
2{ef(1)} = F(s - a).

Equivalentemente, temos

L7 UF(s - a)} = e¥f(t).

Em palavras, uma translagdo em s — s — a corresponde a multiplicar f
por et
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Exemplo 3

Determine as seguintes transformadas de Laplace:

°i’{eatcos(wt)} e f{eatsen(a)t)}.
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Exemplo 3

Determine as seguintes transformadas de Laplace:

.,S”{ea’ cos(wt)} e f{eatsen(wt)}.

Resposta:
S—a
f{eat cos(wt)} = m,
© w
,,(f{eat sen(wt)} = m,

ambas validas para s > a.

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill 13/18



Exemplo 4

Use a transformada de Laplace para determinar a solugdo de um
sistema massa-mola descrito pelo PVI

’
X 3 +17x =0, x(0)=3 e x'(0)=1.
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Exemplo 4

Use a transformada de Laplace para determinar a solugdo de um
sistema massa-mola descrito pelo PVI

.
X"+ +17x=0, x(0)=3 e x(0)=1.

Resposta: Usando a transformada de Laplace, obtemos

3s+19

X(8)= ————.
() s2 +6s+34

Completando quadrados, temos que:

3s+19 3s+19 3s +19

T 2+65+34 (s+82+5 (s-aPtw?

X(s)

emquea=-3ew=>5.
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Somando e subtraindo 3a no denominador, temos

~3s+3a-3a+19
 (s—a)P+e?

X(s)

Reescrevendo o termo da esquerda como soma de duas fragdes,
concluimos que

s—a 3a+19
X(S)_s(s—a)2+a)2 N (s—a)®+ w?
B s—a 3a+19 w
(s —a)?+ w? w (s-a)P+w?
s—a 10

+ )
(s—a)’+w? 5 (s—a)P2+w?
cuja inversa e solugao do PVI é

x(t) = 3e % cos(5t) + 2e % sin(5t).
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Exemplo 5

Use a transformada de Laplace para determinar a solugdo de um
sistema massa-mola descrito pelo PVI

X" + wix = Fysen(wt), x(0) = x'(0) =0,

com wp # w.
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Exemplo 5

Use a transformada de Laplace para determinar a solugdo de um
sistema massa-mola descrito pelo PVI

X" + wix = Fysen(wt), x(0) = x'(0) =0,
CcCoOMm wq # w.
Resposta: Usando a transformada de Laplace e as condicdes iniciais,

obtemos
Foa)

2

s°X(s) - X(s) = ———=.
(8) = X(s) (52 + w?)

Equivalentemente, temos

Foa)
(8% + w?)(s? + wp)

X(s) =
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Usando fragbes parciais, podemos escrever

A B

M= )

em que A e B s&o tais que
A(s? + wh) + B(s® + w?) = 1.
Resolvendo a ultima equacao, concluimos que

1

w2 —w

B =

2
0

Portanto, lembrando a transformada inversa de sen, concluimos que a
solugédo do PVI é

Xx(t) = — sen(wopt) — — sin(wt
(1) = 2 - sen(wot) —  sin(w)

Foa) 1 1 )
0
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje mostramos que, sob certas condicoes, tem-se
Zy' (1)) =sY(s)-y(0) e Z{y"(t)} =s?Y(s) - sy(0) - y'(0),
em que Y(s) = Z{y(t)}.

Sobretudo, podemos transformar um problema de valor inicial
ay”(t) + by'(t) +cy(t) = (1), y(0)=yo e y'(0) =y,

em

F(s) + (as + b)yo + ay1
as®+bs+c

com F(s) = Z{f(t)}, e usar a transformada de Laplace inversa para
determinar a solugéo do PVI.

Y(s) =

>

Muito grato pela atenc¢éo!
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