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Introducao

Nas aulas anteriores, vimos como resolver EDOs homogéneas com
coeficientes constantes.

Na aula de hoje, voltaremos nossa atengéo para EDOs
ndo-homogéneas da forma

any'™ + an-1y(" ) Lk ary + agy = f(x),

em que f é uma fungdo continua em um intervalo aberto I.
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Solugao Geral

Suponha que y1(x) e y2(x) sdo solugdes da equagao nao-homogénea

any(n) + an—‘|y(n_1) + ...+ a‘ly, + apy = f(X)'

Defina
y(x) = y1(x) = ya(x).

Substituindo na equagéo acima, concluimos que
any"™ + a1y + . +ary +ay =0,

ou seja, a diferenga de duas solugdes da equagao nao-homogénea é
solugdo da EDO homogénea associada.
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Dessa forma, podemos escrever a solugao geral da EDO
nao-homogénea na forma

y(x) = yn(x) + yp(x),

em que yp é a solugdo geral da equacdo homogénea e y, é uma
solugdo particular da equagao ndo-homogénea.

Concluindo, para resolver uma EDO nao-homogénea devemos:
1. Obter uma solugao geral y, da equagdo homogénea.

2. Obter uma solugao particular y, da equagdo homogénea yp.
3. A solucédo geral da equacao nao-homogénea é

y(x) = ya(X) + ¥p(X)-
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Método dos Coeficientes Indeterminados

O método dos coeficientes indeterminados, também chamado
método dos coeficientes a determinar, é usado para encontrar uma
solugdo particular da equagao ndo-homogénea.

O método consiste em assumir, com base na fungéo f e na solugao yj,
uma forma para a solugéo particular y, que dependente de coeficientes
ainda nao especificados.
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Polindbmio

Se f & um polindmio de grau m, admitimos
Yo(X) = Apx™ + Apix™ 1 L4 Arx + Ao,

que também é um polindmio de grau m. Teremos uma solugao
particular da equacédo ndo-homogénea se determinarmos os
coeficientes Ao, A1, ..., Am.

Exemplo 1

Encontre uma solugédo particular da equagdo nao-homogénea

y”" +3y +4y = 3x + 2.
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Polindbmio

Se f é um polinbmio de grau m, admitimos
Yo(X) = Amx™ + Amo1xX™ 1 4+ Aix + Ao,

que também é um polindmio de grau m. Teremos uma solugao
particular da equacédo nao-homogénea se determinarmos os
coeficientes Ag, A1, ..., Anm.

Exemplo 1

Encontre uma solucdo particular da equagdo nao-homogénea
y" +3y +4y = 3x + 2.
Resposta: Uma solugéo particular da EDO é
3 1
Yo(X) = 25" 16
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Exponencial

Se f é uma fungéo exponencial da forma
f(x) = ae®,
admitimos uma solugédo particular é da forma

Yp(x) = AeX.

Exemplo 2

Encontre uma solugao particular da equagao nao-homogénea

y// _ 4y _ 293X.
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Exponencial

Se f é uma funcao exponencial da forma
f(x) = ae®*,
admitimos uma solugédo particular é da forma

Yp(x) = AP~

Exemplo 2

Encontre uma solucéo particular da equagdo nao-homogénea
y’ -4y = 2%

Resposta: Uma solugao particular da EDO é

_2

Yo(X) 563X.
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e
Seno e Cosseno

Se f € uma combinacéo linear das fungdes seno e cosseno, ou seja,
f(x) = a cos(wx) + b sen(wx),
admitimos uma solugé&o particular da forma

Yp(x) = A cos(wx) + Bsen(wx).

Exemplo 3

Encontre uma solugao particular da equagao nao-homogénea

3y +y —2y =2cosx.

Veja no material complementar como ficaria a solugédo da EDO
3y” +y —2y = 2xcosx.
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Seno e Cosseno

Se f € uma combinacéo linear das fungdes seno e cosseno, ou seja,
f(x) = a cos(wx) + b sen(wx),
admitimos uma solugéo particular da forma

Yp(x) = A cos(wx) + B sen(wx).

Exemplo 3

Encontre uma solugao particular da equagao nao-homogénea

3y +y —2y =2cosx.

Resposta: Uma solugao particular da EDO é

5 1
Yo(x) = —7g s X + 73 Senx.
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Exemplo 4

Resolva o problema de valor inicial (PVI)

y" -3y’ +2y =3e*-10cos(3x), y(0)=1 e y'(0)=2.
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Exemplo 4

Resolva o problema de valor inicial (PVI)

y" -3y’ +2y =3e*-10cos(3x), y(0)=1 e y'(0)=2.
Resposta: A solucéo do PVIé

1 6 1 7 9
y(x) = _Eex + ﬁezx + ée‘x + 3 cos(3x) + 3 sin(3x).
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O seguinte exemplo revela uma possivel dificuldade do método dos
coeficientes a determinar.

Exemplo 5

Encontre uma solugao particular da equacao ndo-homogénea

y" -4y = 2.
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O seguinte exemplo revela uma possivel dificuldade do método dos
coeficientes a determinar.

Exemplo 5

Encontre uma solugéo particular da equagao nao-homogénea
y’ -4y = 2.
Resposta: Uma solucéo particular da EDO é
Jo(x) = 2xe®
P 2 ’

que é obtida considerando uma solugéo da forma y,(x) = Axe?*.
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Método dos Coeficientes Indeterminados

Em geral, no método dos coeficientes a determinar admitimos que
a solugao particular sdo combinagdes de fungdes da forma

XS{Pm(X)eﬁX cos(wx) + Qm(x)e’ sen(wx)},

em gue
Pm(x) = Ao + Atx + ...+ Apx",

Qm(x) =By + Bix + ...+ Bnx™,

sdo polinémios de grau m.
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Exemplo 6

Encontre uma solucéo particular da equagdo nao-homogénea

y® 4y = 3eX + 4x2.
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Exemplo 6

Encontre uma solugao particular da equacao ndo-homogénea

y® 4y = 3eX + 4x2.

Resposta: Uma solugao particular da EDO é

4

3 4
Yo(X) = Ze* +4x% — —x3 + —x*.

1
2 3 3
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Consideracotes Finais

A solugdo geral de uma EDO com coeficientes constantes
any™ + ap 1y + .+ ary + agy = f(x),

€ dada por

y(X) = ya(x) + ¥p(x),
em que yn é a solugdo geral da equacdo homogénea e y, é uma
solugédo particular da equagao ndo homogénea.

No método dos coeficientes indeterminados, admitimos
Yo(x) = xS{Pm(x)eﬁX cos(wx) + Qm(x)e* sen(wx)},

em que Pp(x) e Qn(x) sdo polindmios de grau m.

Muito grato pela atencéo!
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Material Complementar
Exercicios Resolvidos
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Exemplo 7

Encontre uma solugao geral da equacao nao-homogénea

3y” +y' —2y = 2x cos Xx.

Marcos Eduardo Valle MA311 — Calculo Ill 15/18



————
Exemplo 7

Encontre uma solugao geral da equacao nao-homogénea

3y” +y’ —2y = 2xcos x.

Resposta: Primeiro, precisamos resolver a EDO homogénea
3y +y -2y =0.
A equacao caracteristica é
3rP+r-2=0,

cujas raizes sao
rn=-3 e rn=2

Portanto, a solucéo da equagédo homogénea é

Yh(X) = cre X + coe?”.
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Vamos agora encontrar uma solugéo particular da equagéo
nao-homogénea usando o método dos coeficientes indeterminados
(veja pp 11).

Especificamente, como o termo ndo-homogéneo f(x) = 2x cos(x) ndo
contempla as solugdes da equacao homogénea, admitimos

Yo(x) = (A1x + Ao) cos(x) + (B x + Bp) sen(x).
Derivando yp, obtemos

Yp =A1 cos(x) — (A1x + Ag) sen(x) + By sen(x) + (Bix + Byp) cos(x)
= — (A1x + Ag — By) sen(x) + (B1x + By + A1) cos(x)

Yp == (A1) sen(x) — (A1x + Ao — By) cos(x)
+ (B1) cos(x) — (By1x + By + A1) sen(x)
= — (A1x + Ap — 2By) cos(x) — (B1x + By + 2A1) sen(x)
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Substituindo as derivadas na equagéao diferencial ndo-homogénea
3yp +y' —2y = 2xcos(x),
encontramos:
—3(A1x + Ap — 2B1) cos(x) — 3(B1x + By + 2A1) sen(x)
—(A1x + Ao — By) sen(x) + (Bi1x + By + At) cos(x)
—2(A1x + Ap) cos(x) — 2(Byx + By) sen(x) = 2x cos(x).
Colocando os temos cos(x) e sen(x) em evidéncia, obtemos
[-3(A1x + Ao — 2B1) + (Bix + By + A1) — 2(A1x + Ao)] cos(x)
+[-3(B1x + By + 2A1) — (A1x + Ag — B1) — 2(B1x + Bp)] sen(x)
= 2x cos(x).
Identificando os termos da direita com os da esquerda da equagéo,
concluimos que
(-5A1 + B1)x — 5A¢ + 6B1 + By + Ay = 2,
(-5By — A1)x —6A1 — Ay + By — 5By = 0.
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Temos portanto o sistema de equacgdes:
—-5A1 + By =2
-5B1 - A1 =0,
—5A0+6B1 +By+ A1 =0
—-6A; — Ag+ By —5By =0,
cuja solucao é
Ap =18/169, Ay =-5/13, By=77/169 e B;=1/13.

Concluindo, uma solugao particular da equagao nao-homogénea é

Yo(X) = (_% 11689)C°S(X) v (11_3 17679)Sen(x)

e a solugdo geral y(x) = yn(x) + yp(x) é

() = 167 + 026® + [~ x + ~2 ) cos(x) + = x + ] sen(x)
yuo =a 2 13% 7 169)*° 13° " 169 :
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