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Equacdes Lineares Homogéneas

Na aula anterior estudamos as equacgoes lineares homogéneas de
segunda ordem da forma

y" +p(x)y’ +aq(x)y =0, (1)

em que p(x) e g(x) séo fungdes continuas em um intervalo /.

Vimos que se y1 e y» s8o duas solugdes linearmente independentes
de (1), entdo a solugéo geral da EDO (1) € dada por

y(x) = ciy1(x) + caya(x),

em que ¢y € ¢ sao constantes arbitrarias.
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Equagdes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Estudamos, em particular, a solucao geral de uma equacao homogénea
com coeficientes constantes (az, a,ap € Re ax # 0)

axy” +ary’ +ay =0, (2)
quando as raizes ry e r» da sua equacao caracteristica
ar® +air+ay =0 (3)

so reais e distintas ou complexas conjugadas.

No caso em que r1,r> € R e ry # 2, a solugao geral de (2) é dada por

y(x) = c1e"* + ce?*.

Quandori =Ad+iuern=2A-iu,comd,ucReu+0,sdo as raizes
complexas de (3), a solugéo geral de (2) é

y(x) = ¢ e’IXCOS,uX + Cgeﬂx sen ux.
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Raizes Repetidas; Reducao de Ordem

Consideremos agora o caso em que as duas raizes ry € r» sdo iguais.
Nosso objetivo é construir a solugao geral da EDO homogénea (2) e
para isso precisaremos de duas solucées yy € y» LI

Contudo, quando r{ = r» € uma raiz repetida da equacao caracteristica,
temos apenas uma solugéo y1(x) = e"* de (2) e devemos recorrer ao
método de reducao de ordem para encontrar uma segunda solugao
y» que € linearmente independente com y;.

A reducao de ordem pode ser aplicada para qualquer equagao linear
homogénea de segunda ordem da forma (1) (ndo necessariamente
com coeficientes constantes), em que conhecemos uma solugao e
desejamos construir uma segunda solugéo LI com a primeira.
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-
Reducao de Ordem

Suponha que conhecemos uma solugao y; # 0 de uma equacao linear
homogénea de segunda ordem

y" +p(x)y’ +aq(x)y =0, (4)

com p e g continuas num intervalo I. No método de reducao de
ordem, determinamos uma fungao u(x) tal que

ya(x) = u(x)y1(x)

seja uma segunda solugao de (4), com yy e y» LI. A solugéo geral de (4)
é y(x) = c1y1(x) + cay2(x), com cy, c2 constantes arbitrarias.

Para encontrarmos u(x), substituimos y» = y»(x) e suas derivadas
Ya=uy;+Uyr ey =uyy +2u'y; + U’y

na equagéo (4):
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0

uyy +2u'y; + u"yr + p(x)(uy; + U'v1) + q(x)uys =
=0

= u(yy +p(x)y; +a(x)y1) +yiu” + (2y; + p(X)y1)u
Como yy é solugao de (4), segue que
yid” + (2y; + p(x)y1)u” = 0.

Fazendo a substituicdo w = u’, resulta na equagéo de primeira ordem
(reducao de ordem):

yiw’ + (2y1 + p(x)y1)w = 0.
Dividindo esta equagéo por y; # 0, separando as variaveis e integrando

temos:
f dw——f(%er( ))dx

- In|w|:—2In|y1|—fp(x)dx+c,

com ¢ uma constante.
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Aplicando a exponencial, obtemos

e [ p(x)dx

W = Cq
y1?

(c1 = x€°).

Usando w = U’ e integrando, concluimos que

- [ p(x)dx
ux)=cr | S———dx +ca

[y+ (x)I?

com ¢y, ¢z constantes. Como precisamos de apenas uma fungéo u(x),
escolhemos ¢, = 0 e ¢y = 1. Portanto, uma segunda solugéo de (4) é

e [ p(x)dx

y2(x) = u(x)y1(x) = y1(x) de- (5)

As solugdes y1 e y» sdo LI, pois W(y1(x), y2(x)) = e~ [p(dx 4 o,
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Exemplo 1

Sabendo que y1(x) = e ¥ é uma solugéo da EDO
yll +4y/ +4y: 0’

aplique o método da reducao de ordem para determinar uma segunda
solugdo y»(x). Verifique se y1 e y» sdo linearmente independentes.
Encontre a solucao geral da EDO.
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Exemplo 1

Sabendo que y;(x) = e ¥ é uma solugéo da EDO
yll +4yl _'_4y: 0,

aplique o método da reducao de ordem para determinar uma segunda
solugdo y»(x). Verifique se y1 e y» sdo linearmente independentes.
Encontre a solucéo geral da EDO.

Resolucao: Pelo método de reducado de ordem (relagédo (5)), uma
segunda solucéo da equagéao é

- [ p(x)dx - [4dx
) = 0 | e = o | g
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O Wronskiano de y1 e y» é
e 2 xe~2X )
J— _ —4Xx
W(y1(x), y2(x)) = R e ¥ £0, Vx.

Portanto, y; e y» sdo linearmente independentes.

A solucao geral da EDO é
y(x) = cre™® + coxe™,

em que ¢; e c sdo constantes.
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Raizes Repetidas da Equacéao Caracteristica

Voltemos agora a EDO homogénea (2) com coeficientes constantes
ay” +ay +ay=0 (6)

e suponhamos que a sua equagao caracteristica axr® + air + ap = 0
possui raizes reais repetidas (A = a? — 4axap = 0):

282 '

(*)

H=1rn=

Assim, obtemos inicialmente a solugéo y;(x) = e"* de (6).

Pelo método da redugéo de ordem, uma segunda solugao de (6) é

a

- [p(x)ox L
) = () [ G = o [ Gpax e
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As solugdes y1(x) e y2(x) séo LI, pois

er1x XeHX
W(y1(x). y2(x)) = = e2"X £0, Vx.
r1 er1x ef1X + r1 Xef1X

Portanto, a solugédo geral de (6) é dada por
y(x) = c1e"* + coxe"X,

em que ¢; e ¢» Sdo constantes.
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Exemplo 2

Determine a solugéo do PVI

y’+2y'+y=0, y(0)=5 e y'(0)=-3.
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Exemplo 2

Determine a solugéo do PVI

y’"+2y'+y=0, y(0)=5 e y'(0)=-3.

Resolucao: A equacao caracteristica da EDO é
rP42r+1=(r+1)?2=0.
Logo, a Unica raiz é ry = —1. A solugdo geral da EDO é
y(x) = cie”™ + coxe™,

em que ¢; e ¢» Sd0 constantes.
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Usando a condigéo inicial,
y(0)=5 = ¢ =5. (7)
A derivada de y(x) é
y'(x) =—c1e™ + co(e™ — xe™).
Usando a outra condicé&o inicial,
y(0)=-3 = -ci+c=-38 (8)

De (7)e (8)temosci =5ec, = 2.

Portanto, a solucédo do PVI é

y(x) =5e™ +2xe™".
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Equacdes de Euler

Uma EDO de 22 ordem da forma
ax?y” +bxy’ +cy =0, x>0, 9)

emque a,b,c € R e a # 0, é chamada equacao de Euler.

Observe que (9) tem coeficientes variaveis e o grau de cada coeficiente
coincide com a ordem de derivacao.

Queremos encontrar duas solugdes LI de (9) para construirmos a sua
solucao geral. Assim, procuramos solugdes de (9) da forma

y(x)=x" (reRoureC).
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Substituindo y = x", y' =rx""" e y” =r(r—1)x""2 em (9), temos

axtr(r—1)x2+bxm" ' +ex" =0
— x'[ar(r-1)+br+c]=0

Dividindo por x" # 0, obtemos a equacao caracteristica:
ar® +(b—-a)r+c=0. (10)

Note que y = x" é solugdo de (9) se e somente se r é solugéo de (10).

Temos 3 casos a considerar para as duas raizes de (10)

(A = (b - a)? —4ac) :

1. Raizes reais distintas (A > 0): ry,rpeRcomry # 12

2. Raizes complexas conjugadas (A <0): ri,r,eCcomnr =r;
3. Raizes repetidas (A =0): rn,reRcomr =ro.
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Caso 1: Se as raizes ry e r» de (10) sao reais e distintas, entao temos
duas solugdes de (9), y1 = x" e yo = x"2, as quais séo LI pois

X" X'
W(y1(x), y2(x)) = = (ra—nr)x" T2 £ 0, Vx.
X"t

Portanto, a solugao geral da equacgao de Euler (9) é

y(x) = c1x" + c2x  (cy, c2 constantes).

Caso 2: Se as raizes de (10) sdo complexas conjugadas,
n=a+if e n=a-if (a,feR, B#0),
entdo, como no Caso 1, temos duas solugées complexas LI de (9):
yi=x"" e yp=x7"
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Como queremos solugdes reais, usando a férmula de Euler
e = cos @ + isen @, podemos escrevé-las como

y1(x) = x?x® = x?ePIn* = x?(cos(BIn x) + isen(BIn x)),

y2(x) = x*x7P = xeBI"X — x(cos(BIn x) — isen(B1n x)).

Escolhendo a parte real e a parte imaginaria de y; ou de y», pelo
Teorema 11 da Aula 5, obtemos duas solugdes reais de (9):

Y1(x) = x%cos(BInx) e yo(x) = x%sen(BInx)),

que sé&o LI, pois W(y;(x), y2(x)) = gx2~1 £ 0.

Portanto, a solucéo geral da equacao de Euler (9) é dada por
y(x) = c1x¥ cos(BIn x) + cox¥sen(BInx), x>0,

com ¢4 e ¢o constantes arbitrarias.
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Caso 3: Se as raizes de (10) séo repetidas, r1 =, = —(b — a)/2a,
entdo obtemos somente uma solugdo y; = x" da equagao de Euler (9).
Dividindo (9) por ax? # 0 e aplicando o método de reducéo de ordem
(relagéo (5)), segue que uma segunda solugao é

[ p(x)dx ~[Ldx
yo(x) = yi1(x) e — dx = x”fe—dx

2
[y1(x)]
~binx
e a e
= x”f—dx = x“fx blay—2n g4y
X2r1
= xN fx‘1 dx = x"Inx.

Note que y; e y» séo LI, pois W(y;(x), y2(x)) = x21~" # 0 para todo x.
Portanto, a solugéo geral de (9) € dada por

X2r1

y(x) =c1x" +cox"Inx, x>0,

com ¢4 e ¢o constantes arbitrarias.
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Exemplo 3
Determine a solugao geral de cada uma das equacgdes de Euler:

1. 2x%y” +3xy’ =y =0, x>0;
2. x°y" +2xy’ + 0,25y =0, x> 0.
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Exemplo 3

Determine a solugao geral de cada uma das equacdes de Euler:
1. 2x2y" +3xy’ -y =0, x>0;
2. x?y” +-2xy’ + 0,25y =0, x> 0.

Resolucao: 1. Procuramos solugdo da equacéo da forma y = x".
Derivando duas vezes, temos

2

e ¥y =r(r—1)x"2

y =rx
Substituindo na equacao, resulta
22 r(r=1)x24+3xmx" ' -x"=0
— x"[2r(r-1)+3r-1]=0
— 2rP4+r-1=0
—1+x1-4.2.(-1) -1x3

r = =
4 4
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Logo, as raizes da equacao caracteristicasdory =1/2ern = —-1.
Portanto, a solucao geral da equacao é
y(x) = c1x"2 +cox7!, x> 0.

2. Analogamente ao item 1, substituindo y = x", y’ = rx"' e
y” = r(r — 1)x"~2 na equagao, resulta
X2 r(r=1)x"2+2xrx"14+0,25x" =0
— Xx"[r(r-1)+2r+0,25]=0
— rP4+r+0,25=0

1+ V1-4.1.0,25 10 1

r= 2 2 2
= —1/2. Portanto, a

Logo, a Unica raiz da equacgao caracteristica é ry
solucéo geral da equacéo é

y(x) = cix 2+ cox2Inx, x> 0.
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Equacdes Lineares Homogéneas de Ordem Superior

Consideremos uma EDO linear homogénea de ordem n > 2 da forma
YD 4o ()Y 4 Pt (X)y 4 pa(X)y =0, (1)

em que pi(x),...,pn(x) sdo fungdes continuas em um intervalo /.

Teorema 4 (Solugao Geral - Equagcdes Homogéneas)

Se y1, Yo, ..., yn S0 solugbes linearmente independentes da equagcao
homogénea (11), entao a sua solugao geral é dada por

y(x) = c1y1(x) + caya(x) + ... + Cnyn(x),

em que ¢y, Cp, ..., Cp S0 constantes arbitrarias.
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Equagdes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Considere agora uma EDO linear homogénea de ordem n > 2 com
coeficientes constantes (ap,...,a, € R e a, # 0):

any™ +any" 4+ +ay +apy =0. (12)

De modo analogo ao caso n = 2, procuramos solugdes nao nula de
(12) da forma
y(x)=e™ (reRouC),

em que r é solugdo da equacao caracteristica:

an" 4+ an "'+ ... +air+a;=0.
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Se as nraizes r, 2, ..., I'y da equagao caracteristica forem todas reais
e distintas, entao a solucao geral da EDO (12) é

y(x) = cre"* + e + ...+ che™,

em que ¢, Co, . .., Ch SA0 constantes arbitrarias.

Se a equacéo caracteristica possui raizes complexas, elas sempre
aparecem em pares conjugados da forma

n=A+iu e rn=A-iu (LueR, uz0),
e a solucéao geral de (12) contém a combinacao linear
c1e™ cos ux + coe™ sen ux,

com ¢y, C2 constantes.
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Raizes Repetidas

Quando ry € uma raiz real de multiplicidade k da equacéo caracteristica
(isto é, k raizes repetidas iguais a ry), as k solugdes LI de (12)
correspondentes a ry sao

nx k-1 rHx

e"*, xe"*, ..., x"e

e a solucéao geral de (12) contém a combinacao linear

cre™ + coxe™ + ...+ gxKen.

Se r; = A+ iu é uma raiz complexa de multiplicidade k da equacao
caracteristica, entdo a solugao geral de (12) contém a combinagao
linear

cre™ cosux + coe™ senux + x (cse’lx cos ux + c4e™ sen ﬂX) + e
e xR (02k_1 e cos ux + coxe™ sen yx) ,

com ¢4, Co, . .., Cok—1, Cox constantes.
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Exemplo 5

Encontre a solugéao geral da EDO
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Exemplo 5

Encontre a solugéao geral da EDO
Resolucao: A equacgao é linear homogénea com coeficientes
constantes. A equacao caracteristica é

2t 12 =r3(rr +1)2 =0.

As raizes sdo ry =0, r» = i e r3 = —i, todas de multiplicidade 2.
Para a raiz ry = 0, uma parte da solugéo geral é

y1(x) = c1®™ + coxe™ = ¢y + cox
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e para as raizes complexas r» = i e r3 = —i, uma segunda parte da
solucéo geral é

va(x) = c3e®™ cosx + cse% sen x + x(c58%* cos x + cge® sen x)
— (C3CO0SX + C4Sen X + C5X COS X + CgX sen X.

A solugao geral da EDO ¢ dada por

y(x) = y1(x) + ya(x)
= C1+ CoX + (C3 + C5x) cos X + (€4 + CeX) sen X.
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje apresentamos o método de reducao de ordem, o qual
pode ser aplicado as EDOs lineares homogéneas de 22 ordem, para
obter a partir de uma solugéo conhecida, uma segunda solugéo da
equacao, linearmente independente com a primeira.

Aplicamos o método de reducdo de ordem para encontrar a solugao
geral de uma EDO homogénea com coeficientes constantes, no caso
em que a equacao caracteristica possui raizes repetidas.

Finalmente, estudamos as equagdes de Euler de 22 ordem, as quais
podem ser resolvidas de forma similar as equagdes homogéneas com
coeficientes constantes.

[ Muito grato pela atencéo! ]
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