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Introducao

Na aula de hoje iniciaremos o estudo das EDOs lineares de ordem 2.

Na forma mais geral, uma EDO de ordem n > 2 é dada implicitamente

pela equacao
y(m :¢(X,y,...,y(”‘1)), (1)

em que ¢ depende da variavel independente x, da variavel dependente
y = y(x) e de suas derivadas y’, ..., y("").
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EDOs Lineares de 22 Ordem

Uma EDO de 22 ordem

y' ' =o(x,y.y)

¢ dita linear se a fungdo ¢ é linear em y e y’, ou seja, a equagao pode
ser escrita na forma

Yy +p(x)y’ +q(x)y = f(x) (2)
ou
A(x)y” + B(x)y’ + C(x)y = F(x), (3)

em que as fungbes p, q, f, A, B, C e F dependem somente de x, e
A(x) #0.

Se aEDO y” = & (x,y,y’) ndo é da forma (2) ou (3), entdo ela é dita

nao linear.
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Exemplo 1

1. AEDO
e*y” + (cosx)y’ + (1 + Vx)y = 5x,

€ linear, pois é da forma (3) com
A(X) = eX * 0, B(X) — COS X, C(X) =1 -+ \/; e F(X) — 5x.

2. A equacéao
y'+3(y')? +4y’ =0

é n&o linear, devido aos termos (y’)? e y°.
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Teorema 2 (Existéncia e Unicidade da Solugao)

Considere o problema de valor inicial (PVI)

Y +p(x)y +a(x)y =1f(x), y(x)=yo e y(x)=y, (4

Se p, q e f sdo fungbes continuas em um intervalo aberto | que contém
0 ponto Xo, entéo para quaisquer yo, ¥, € R, o PVI (4) admite uma tnica
solucdo y = y(x) definida em |I.

Observacao 1:

Para determinar a solugdo de um PVI envolvendo uma EDO linear de
22 ordem é preciso considerar duas condig¢des iniciais como em (4).

Marcos Valle e Roberto Prado MA311 — Calculo Ill 5/40



Equacdes Lineares Homogéneas

Definicdo 3 (EDO Linear Homogénea)

Uma equacéo linear de 22 ordem da forma (2) ou (3) é dita
homogénea se f(x) = 0 ou F(x) = 0 para todo x, ou seja, a EDO pode
ser escrita como

y"+p(x)y +a(x)y=0 ou A(x)y” + B(x)y’+ C(x)y = 0.
Caso contrario, a equacao é dita nao homogénea.

Observacao 2:

O termo “equacado homogénea” tem significados diferentes para EDOs
de 12 ordem, ou seja, uma equagao homogénea do tipo y’ = f(y/x)
(veja Aula 2) é diferente de uma equagao linear homogénea

¥+ q(x)y = 0. No caso de EDOs lineares de ordem n > 2, equagéo
homogénea refere-se a equagéo linear homogénea, como na Def. 3.
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Principio da Superposi¢cédo de Solugdes

Teorema 4 (Principio da Superposicao)

Se y1 e y» sdo ambas solugbes da equacao homogénea
A(x)y” + B(x)y’ + C(x)y =0,
em um intervalo |, entdo qualquer combinagao linear
y =ciy1 + c2y2  (cy, c2 constantes),

é também solugdo da EDO em |.
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Principio da Superposi¢cédo de Solugdes

Teorema 4 (Principio da Superposic¢ao)
Se yy e y» sdo ambas solugées da equagcdo homogénea
A(x)y” + B(x)y’ + C(x)y =0,
em um intervalo |, entdao qualquer combinagéo linear
y = ci1y1 + c2y2  (c1, C2 constantes),
é também solugédo da EDO em |.

Demonstracao: Se y; e y» sdo solugdes da equagdao homogénea,
entdo para todo x € |,

AX)yy +B(x)y; + C(x)y1 =0 e A(x)ys + B(x)y, + C(x)y2 = 0.
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Isto implica que

’

A(X) (c1y1 + cayz)’
¢t (A(x)y] + B(x)y;
= ¢:04c¢c-0=0,

+ B(x) (c1y1 + cay2)’ + C(x) (c1y1 + cay2)
+C(X)y1) + ¢ (A(X)ys + B(X)ys + C(X)yz)

paratodo x € I, ou seja, y = C1y1 + C2)2 € solugdo da EDO em I.
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Exemplo 5

As fungdes y1(x) = cos x e y2(Xx) = sen x s@o ambas solugdes da EDO
homogénea
y'+y=0
no intervalo (—co, o). De fato, para todo x € (—o0, ) tem-se
Yj(x) = —senx, y{(x) = —cosx e

¥{(x) + y1(x) = —cosx + cos x = 0,

0 que mostra que y; € solugcdo da EDO. Analogamente para y».
Pelo Teorema 4,
y(Xx) = c1 cos x + Cpsen x

é também solugdo da EDO em (—co, ), para quaisquer ¢y, ¢ € R.
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Exemplo 6

Sabendo que

X X

yi(x) =€ e ya(x)=xe

sao ambas solugdes de
yN _ 2yl + y = 0
em (—o0, ), determine a solugdo da EDO que satisfaz as condigdes

iniciais
y(0)=3 e y'(0)=1.
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Exemplo 6

Sabendo que

X

X

yi(x) =€ e ya(x)=xe

sdo ambas solucbes de
y'-2y'+y=0
em (—o0, ), determine a solugdo da EDO que satisfaz as condigdes
iniciais
y(0)=3 e y'(0)=1.
Resolucdo: Como y; e y» séo solugdes em (—oo, o), pelo Teorema 4
y(x) = c1e* + coxe*  (c1, o constantes),

também é solugdo da EDO em (—o0, ). Impondo a condigéo inicial
y(0) = 3, implica

cie®+¢c0e°=3 =— ¢4 =3.
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Substituindo ¢ = 3 em y(x) e derivando temos:
y'(x) = 3e* + co(e* + xe¥).
Agora, usando a outra condigao inicial y’(0) = 1, vem que
3" + (%4 0e%) =1 = 34c=1 = c=-2
Assim, encontramos a solucéo do PVI:
y(x) = 3e* — 2xe*

definida no intervalo (—co, c0).

Como as fungdes p(x) = -2, q(x) = 1 e f(x) = 0 sdo continuas em
(—00,00) € xo = 0 € (—00, 0), pelo Teorema 2 esta y(x) é a Unica
solucéo do PVI.
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De um modo geral, suponha que

Yy ==Cy1+Ca)e

€ uma solugéo de uma EDO linear de 22 ordem homogénea.

Impondo as condigdes iniciais
y(xo)=Yyo € y'(xo)=Yp
obtemos o sistema linear

Ci Y1 (Xo) + CzYz(Xo) = Yo,
c1y;(xo) + c2y5(Xo0) = Y5>

com as incégnitas sendo os coeficientes ¢y e Co.

Equivalentemente, temos o sistema linear

e el =Ll
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Concluindo, considere o PVI

Yy +p(x)y +q(x)y =0, y(x)=yo e y(x)=y

em que p e g sao fungdes continuas num intervalo aberto / contendo xp.

Conhecendo solucdes y1 e y», conseguiremos determinar a Unica
solugcéo do PVI no intervalo / usando

y(x) = ciy1(x) + caya(x),

se, e somente se, o sistema linear

o el =i

admitir uma Unica solugao (cq e ¢).
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e
Wronskiano

Com base no resultado acima, a combinagao linear
y(x) = c1y1(x) + caya(x)
das solugdes y1 e yo, € a Unica solucdo do PVI
y'+p(x)y +aq(x)y=0, y(x)=yo e y(x)=y
para qualquer xp € I, se o determinante (chamado wronskiano)

_ (%) ya(x)
UIORZCIE A

for diferente de zero para todo x € I.

= y1(x)ya(x) = y1(x)y2(x)

Critério para solugodes LI

Sejam y1 e y» solugdes da equagao linear homogénea
y" + p(x)y’ + q(x)y = 0 num intervalo I. Tem-se que y; e y» s@o
linearmente independentes (LI) em | <= W(y1(x),y2(x)) #0, ¥x € .
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Solugao Geral - Equacbes Homogéneas

Teorema 7 (Solugao Geral de uma EDO Homogénea)

Se y1 e y» sdo duas solugdes linearmente independentes da EDO
linear homogénea

y" +p(x)y’ +a(x)y =0,

em que p e q sdo ambas fungdes continuas em um intervalo |, entdo a
solugéo geral da EDO é dada por

y(x) = c1y1(x) + caya(x), x€l,

com ¢4 e cp constantes reais.
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Exemplo 8

A equacéo linear homogénea y”” — 9y = 0 possui duas solugdes
y1(x) = €% e ya(x) = e** em | = (—c0, ). Temos o Wronskiano

3x -3x

e e _ _
Wy (), 12(x)) = |grax _oo-ax| = ~36% ™% ~ 366 = 6 20,

para todo x € (—o0, o). Pelo critério acima, y1 e y» sdo LI em (—oo, ).
Portanto, pelo Teorema 7, a solucdo geral da equagéo y”” — 9y = 0 no
intervalo (—co, ) é

y(x) = c1e® + cre™*

em que ¢; e ¢» sdo constantes.
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Equagdes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Considere uma EDO linear homogénea de 22 ordem com coeficientes
constantes (ap, aj, a2 e Re a» # 0):

asy” +aiy’ + apy = 0. (5)

Queremos encontrar duas solugdes LI da eq.(5) para construirmos a
solucéo geral y como no Teorema 7. Dessa forma, procuramos
solugdes de (5) da forma

y(x)=e™ (reRoureC).

Substituindo y(x) e suas derivadas y’(x) = re™, y”(x) = re™ na
eq.(5) e usando que e™ # 0, obtemos

asr® + air+ap =0, (6)

que é chamada equacao caracteristica para a EDO (5).
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Note que:
y(x) = e™ é solugdo da EDO (5) <= r é solugéo de (6).

A equacao caracteristica (6) possui duas raizes ry e r.. Temos 3 casos
a considerar (A =a? - 4aza0) :

1. Raizes reais distintas (A > 0): ri,preRcomr #ro;

2. Raizes complexas conjugadas (A <0): r,r,eCcomnr =r;

3. Raizes reais repetidas (A =0): rr,p,eRcomr =r>.

Vamos construir a solugéo geral da eq.(5) em cada um desses casos.
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Raizes Reais Distintas da Equacgéo Caracteristica

Se a equacao caracteristica (6) possui duas raizes rqy, r- € R com
r # rz, entdo encontramos duas solugbes da EDO (5):

yi(x) =e" e yo(x) =e*
que sdo LI no intervalo (-0, ), pois

W(e™,e?*) = (ra — ry)e(" 72X £ 0, ¥x € (—o0, ).

Pelo Teorema 7 a solugdo geral de (5) é dada por
y(x) = cre" + e, x € (—o0,),
com ¢y e ¢ constantes arbitrarias.
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Exemplo 9

Encontre a solugéo geral da equacao

2y"” -5y’ -3y = 0.
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Exemplo 9

Encontre a solugéo geral da equacao

2y"” -5y’ -3y = 0.

Resolucdo: A equagéo caracteristica é
2r —5r-3=0.
As raizes desta equacgao do segundo grau sao
5% \V25-4.2.(-3) _5+7
4 4

Temos duas raizes reais e distintas ry =3ern = -1/2.
Portanto, a solucéo geral da equacao dada é

y = c1e¥ + ce™/2,

com ¢y, C» constantes.
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Exemplo 10

Determine a solugéo do PVI

y'+5y ' +6y=0, y(0)=2 e y'(0)=3.
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_____________________________________
Exemplo 10

Determine a solugéo do PVI

y'+5y +6y=0, y(0)=2 e y'(0)=3.

Resolucao: A equacao caracteristica é
rP4+5r+6=0

e suas raizes sao

-5+ V25-4-1.-6 -5+1

r = =
2 2

Temos duas raizes reais e distintas ry = -2 e r, = -3.
Portanto, a solucéo geral da equacao dada é

y(x) = cre™® + cre™,

com ¢y, C» constantes.
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Impondo a condigéo inicial y(0) = 2, implica
cie?+ e’ =2 —= ci+c=2 (¥

Por outro lado, a derivada de y é y’(x) = —2cje 2 — 3ce73X. Usando
a outra condigéo inicial y’(0) = 3, vem que

—2c1€°-3ce° =3 = -2¢{-3c;=3. (%)

De (x) e (*x), obtém-se ¢y =9 e ¢, = 7.
Portanto, a solugéo do PVI é

y(x) =9 ~ 7%, x € (~00, ).
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Raizes Complexas da Equacéao Caracteristica

Se a equagao caracteristica (6) possui duas raizes complexas
conjugadas

n=A+iu e rn=2A-iu (LueR, u#0),
entdo como no caso real, temos duas solu¢des LI (ry # r2)
yi(x) =e"" e ya(x) =™
e a solugao geral da EDO (5) é dada por
y(x) = creMt X 4 ge-iX - x e (—o0, 00),

com ¢4 e ¢o constantes arbitrarias.

Porém, y(x) € uma fungédo complexa e queremos que a solucéo y seja

real.
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Para obtermos a solugéo geral y(x) sendo uma fungao real, usaremos
0 seguinte resultado:

COICINERE!
Considere a equagcdo homogénea

y" +p(x)y" +aq(x)y =0, (7)

em que p e q séo fungbes reais continuas. Se y = u(x) + iv(x) é uma
solugdo complexa de (7), entao suas partes real u e imaginaria v
também séao solugées de (7).

Marcos Valle e Roberto Prado MA311 — Calculo Ill

24/ 40



Para obtermos a solugdo geral y(x) sendo uma fungao real, usaremos
0 seguinte resultado:

Teorema 11
Considere a equagdo homogénea
y"+p(x)y +a(x)y =0, (7)

em que p e q sdo fungbes reais continuas. Se y = u(x) + iv(x) é uma
solugcdo complexa de (7), entdo suas partes real u e imaginaria v
também séao solugées de (7).

Demonstracdao: Se y = u(x) + iv(x) é solugéo de (7), entdo
u’ +iv’ + p(x)(u +iv')+q(x)(u+iv) =0
— U+ p()U + (U + iV + )V + g(x)v) = 0
= U +px)U+qgx)u=0 e V' +px)V +qg(x)v=0,

ou seja, u e v sdo solugdes reais de (7).
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Voltando nas duas solugdes complexas y; = elti)X g y, = e(-i)x dg
eq.(5), e usando a férmula de Euler e = cos6 + isen 6, com 6 = +ux,
podemos escrevé-las como

/lX( /lX(

y1(x) = e™(cosux +isenux) e ya(x) = e (cosux — isenux).
Escolhendo a parte real e a parte imaginaria de y; ou de y», pelo

Teorema 11 obtemos duas solugdes reais da eq.(5):

Vi(x) = e¥cosux e ya(x) = e™senpux,

que sé&o LI, pois W(y;(x), y2(x)) = ue®> # 0.

Portanto, pelo Teorema 7, a solu¢do geral de (5) € dada por
y(x) = cre™ cosux + cpe™ senux, x € (—oo0, ),
com ¢y e ¢ constantes arbitrarias.
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Exemplo 12

Determine a solugéo geral da EDO

y,/+y/+y:0-
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Exemplo 12

Determine a solugéo geral da EDO

y'+y +y=0.

Resolucdo: A equagéo caracteristica é
rP+r+1=0.
As raizes desta equacgio séo (usando i = V-1):

1+ VI-4-11 -1+ V3|
2 N 2

r =

Temos duas raizes complexas ry = (-1 + V3i)/2er = (-1 - V3i)/

Portanto, a solucédo geral da equacgéo é

>

3x
y =cre X2 cos(\/_T] + coeX/? sen(

2

com ¢y, C» constantes.
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Exemplo 13

Encontre a solugéo do PVI

y'—4y'+5y=0, y(0)=1 e y'(0)=>5.
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Exemplo 13

Encontre a solugéo do PVI

y" -4y’ +5y=0, y(0)=1 e y'(0)=5.

Resolucdo: A equagéo caracteristica é
rP—4r+5=0

e suas raizes sao dadas por (usando i = V-1):

4+V16-4-1-5
r= =2+
2
Temos duas raizes complexas r1 =2+iern =2—-.

Portanto, a solugédo geral da equacgao &

y(x) = c1e® cos x + coe®* sen x,

com ¢y, C» constantes.
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Impondo a condigéo inicial y(0) = 1, implica
c1€cos0 + ce’sen0=1 = ¢y =1. (%)
Por outro lado, a derivada de y é
Y (x) = c1(26® cos x — € sen x) + co(2€*  sen x + €2* cos x).
Usando a outra condigéo inicial y’(0) = 5, vem que
c1(2€°cos0 — e%sen0) + cp(2€%sen 0 + €% cos0) = 5

= 2c1+Cc =5 (xx)

De (x) e (*x) temos ¢y = 1 e ¢, = 3. Portanto, a solugéo do PVI é

y(x) = €% cos x + 3e* sen X, X € (—00, ).
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje iniciamos o estudo das EDOs lineares de 22 ordem.

Especificamente, apresentamos:

e o teorema de existéncia e unicidade da solugdo de um PVI,

e as equagdes lineares homogéneas, principio de superposi¢do das
solugdes e a solugdo geral;

e 0 wronskiano e um critério para solugdes LI da equagdo homogénea;

e a solucao geral das equacdes homogéneas com coeficientes
constantes, quando a equacao caracteristica tem raizes reais
distintas ou raizes complexas.

Na préxima aula estudaremos o caso das raizes repetidas da equacéo
caracteristica.

[ Muito grato pela atencéo! ]

Marcos Valle e Roberto Prado MA311 — Calculo Ill 29/40



Material Complementar

Equacdes Lineares de Ordem Superior
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Equacdes Lineares de Ordem Superior

De um modo geral, uma EDO linear de ordem n > 2 pode ser escrita
como

Po(x)y\™ + P1(x)y\™ D 4 ..+ Poy(X)y’ + Pa(x)y = F(x),
com Py(x) # 0, ou equivalentemente,

Y+ p1 ()Y Lt Pt (X)Y A+ pa(x)y = F(x). (8)

Teorema 14 (Existéncia e Unicidade da Solucéao)

Se p1,po,...,pn e f sdo fungdes continuas em um intervalo aberto |

contendo um ponto xo entéo, dados yo, y;, - - - » y(()"_” e R, a EDO (8)
admite uma Unica solugdo em | que satisfaz as condigcbes iniciais

y(0)=Yo, Y (X0)=¥p oo » YD (x0) =y,
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Definicao 15 (Equagédo Homogénea)

Uma EDO linear de ordem n > 2 é dita homogénea se pode ser escrita
como

Po(x)y(”) + P4 (x)y(”‘” + ...+ Ppoi(X)y + Pa(x)y =0,
com Py(x) # 0, ou

Y+ Py L+ P (X)Y + pa(X)y = 0.

Teorema 16 (Principio da Superposi¢ao)

Se y1, Yo, ..., Yn S8o n solugbées de uma EDO linear homogénea de
ordem n > 2, entdo a combinacgé&o linear

y=ciyi +CYo+...+cnyn (c1,...,cCn constantes),

é também uma solugao da EDO.
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Definicdo 17 (Wronskiano)

O Wronskiano das funcoées y1, yo, ..., ¥n, todas n — 1 vezes derivaveis
num intervalo, é o determinante

s
W(y1(x)s y2(x), - ¥n(X)) = " ~X e i
n 1)(X) (n 1 (X) (n—1)(X)

Critério para solugdes LI

Sejam y1, yo,. .., yn solugdes da equacgao linear homogénea

y(™ + pq (x)y("‘” + ...+ pn-1(X)y’ + pa(x)y = 0 num intervalo |.
Tem-se que y1, ¥, ..., ¥n S@0 linearmente independentes (LI) em I se, e
somente se, W(y1(x), y2(x),...,¥n(x)) #0, ¥x € I.
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Teorema 18 (Solugéo Geral - Equagdes Homogéneas)

Se y1, ¥o,...,Yn S80 solugdes LI da EDO linear homogénea

Y + p1()Y " L+ Pt (X)y + pa(x)y =0,

em que p1, P2, . .., Pn S80 fungbes continuas em um intervalo I, entdo
qualquer outra solugdo da EDO pode ser escrita como

y(x) = c1y1(x) + caya(x) + ... + caya(x),

com cy, Cp, . .., Cy CcONstantes reais.
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Equagdes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Considere uma EDO linear homogénea de ordem n > 2 com
coeficientes constantes (ap,...,a, € R e a, # 0):

any"™ + a1y + . +ary +apy =0. 9)

De modo analogo ao caso n = 2, procuramos solugdes nao nula de (9)
da forma
y(x)=e™ (reRouC),

em que r é solugdo da equacao caracteristica:

an" 4+ an "'+ ... +air+a;=0.
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Se as nraizes rq, o, ..., Iy da equagao caracteristica forem todas reaais
e distintas, entao a solucéo geral da EDO (9) é

y(x) = cre"* + e + ...+ che™,

em que ¢, Co, . .., Ch SA0 constantes arbitrarias.

Se a equacéo caracteristica possui raizes complexas, elas sempre
aparecem em pares conjugados da forma

n=A+iu e rn=A-iu (LueR, uz0),
e a solucéao geral de (9) contém a combinagao linear
Ax Ax
C1e”" cosux + Coe”” sen ux,

com ¢y, C2 constantes.
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Exemplo 19

Encontre a solugéo do PVI

y® +8y” —10y' =0, y(0)=7. y'(0)=0 e y”(0)=70.
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Exemplo 19

Encontre a solugéo do PVI

y® +3y”—10y’=0, y(0)=7, y(0)=0 e y”(0)=70.

Resolucao: A equacao caracteristica da EDO é
P43 -10r=0 = r(r+5)(r-2)=0.

Temos 3 raizes reais e distintasry =0, = -5er3 = 2.
Portanto, a solucéo geral da EDO ¢é

y(X) = c1 + cre ™ + cze?,

com ¢4, Cp, C3 constantes.
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Derivando y(x) duas vezes temos:
V' (x) = -5cpe™ +2c3e® e y’(x) = 25c67 + 4cze?”.
Usando as 3 condicdes iniciais dadas, resulta no sistema

Ct+cC+c3=7
-5 +2c3=0
25¢c, +4c3 =70,

cujasolugdoécy =0,co =2ec3 =5.
Concluimos que a solucao do PVI é dada por

y(x) = 27 + 52X,
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Exemplo 20

Determine a solugéo geral da EDO

y® +4y =o0.
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Exemplo 20

Determine a solugéo geral da EDO

y® 4+ 4y =o.

Resolucao: A equacio caracteristica é
*14=0 = r= V-4
As raizes quarta de z = —4 em C séo dadas por:

6+ 2kmr 0+ 2kn
+ isen

zk = /|4 (cos ), k=0,1,2,3,
emque 6 = arg(—4) = 7.

Marcos Valle e Roberto Prado MA311 — Calculo Ill

39/40



Asim, as 4 raizes da eq. caracteristica em pares conjugados sao:

T . n V2 2 )
r1—zo—\/§(cosz+lsenz)—‘/_(7+ ?) 1+

r2223=\/§(cos77+lsn—) ‘/_(\/_— \/_:1—",

2 2
3r
r3:Z1:‘/§(cosI+lsen—): (7\/_ 7\/— = -1+,
= = 2 e = _ :—1—'.
= 2o ‘/_(COS4+IS 4 ( 5 2 i

A solucao geral da EDO é
y(x) = " (c1cosx + casenx) + e (cz3cos X + casen x),

com ¢4, C2, C3, C4 constantes.
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