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Introducao

Nas aulas anteriores estudamos alguns métodos de resolugao para
determinadas classes de EDOs de primeira ordem, como as equagdes
lineares, equagdes separaveis, equacgdes exatas, entre outras.

Na aula de hoje focaremos nossa atencdo em uma questao primordial:
a existéncia e unicidade da solucdo de um problema de valor inicial
(PVI) de primeira ordem. Apresentaremos também dois tipos de EDOs
de segunda ordem que podem ser reduzidas, através de mudanca de
variavel, em EDOs de primeira ordem.

Para discutirmos o problema de existéncia e unicidade da solugéo,
comegamos apresentando dois exemplos.
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Exemplo 1

O PVI

ndo admite solugao.

Com efeito, a solugdo da EDO é
1
y(x) = f;dx =In|x|+ ¢ (c constante),

a qual ndo esta definida para x = 0. Portanto, ela ndo pode satisfazer a
condig&o inicial y(0) = 0.
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Exemplo 2

O PVI
Y =x+y. y(0)=0,

admite duas solugdes, definidas no intervalo (—oo, o):

yi(x) =0 e ya(x) = —=x"

A solugéao y» é obtida resolvendo a EDO separavel e usando a condi¢cao
inicial. De fato,

Oy 1/2 f -1/2 f 1/2 X
- 2 — =
X = Xy - dy xdx — y + Co

(x + c) /16.

Impondo y(0) = 0, implica ¢ = 0 e obtém-se a solugéo y» do PVI.
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Teorema 3 (Existéncia e Unicidade da Solucao — PVI linear)
Considere o problema de valor inicial (PVI)
y' +p(x)y =9(x), y(x) = yo. (1)

Se as fungdes p e g sdo continuas em um intervalo aberto | contendo o
ponto Xp, € yo € R é um valor inicial dado, entédo o PVI (1) tem uma
Unica solugao y = y(x) definida para cada x € I.

Conforme vimos na Aula 1, essa Unica solugao do PVI (1) é dada por

fx,u(s)g(s) ds + YO], X €l

=),

X
com o fator integrante u(x) = exp {f p(s) ds}.
Xo
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Exemplo 4

Use o Teorema 3 para encontrar um intervalo no qual o PVI
xy' +2y =4x%, y(1)=2,

tem uma Unica solugéo.
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_____________________________________
Exemplo 4

Use o Teorema 3 para encontrar um intervalo no qual o PVI

xy' +2y =4x%, y(1) =2,
tem uma Unica solugéo.
Resolucao: Dividindo a equagao por x, temos
2
"+ -y =4x.
y + xy X

As fungdes p(x) = 2/x e g(x) = 4x s&o continuas no intervalo

| =(0,0) e xop =1 € I. Portanto, pelo Teorema 3, o PVI tem uma Unica
solucéo definida no intervalo | = (0, ). De fato, no Exemplo 6 da
Aula 1, vimos que a solucéo deste PVI é

x > 0.

1
42
y=x +F’
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No caso de EDOs néo lineares, o Teorema 3 é substituido pelo
seguinte teorema geral:

Teorema 5 (Existéncia e Unicidade da Solugéo — PVI geral)

Considere o problema de valor inicial (PVI)
y' =1(x.y), y(x)=yo. (2)
~ 5 . . of
para uma fungéo f : R= — R. Se f e sua derivada parcial @ séo
continuas em uma regiao retangular
R={(x.y)eR2:a<x<pB, y<y<6)
que contém o ponto (xo, yo), entdo o PVI (2) admite uma tnica solugdo

y = y(x) definida para todo x num intervalo | c («,3) que contém Xg.
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Observe que se as hipdteses do Teorema 5 sao satisfeitas, entdo o

PVI (2) tem uma Unica solugcao y em algum intervalo contendo xq. Por
outro lado, se essas hip6teses ndo sao satisfeitas, entdo o PVI (2) pode
ter ou ndo solucgéao, ter mais de uma solucao ou ter uma Unica solucao.

A demonstracdo do Teorema 5 utiliza o método das aproximacoes
sucessivas, também chamado método iterativo de Picard, e esta
baseada na formulag@o do PVI (2) em termos da equagéo integral:

X

y(x) =yo + fx f(s.y(s)) ds . (3)

0

ou seja, y é solugdo do PVI (2) < y é solugdo de (3).

Para mais detalhes veja o livro-texto “Equagdes Diferenciais
Elementares e Problemas de Valores de Contorno, autores William E.
Boyce e Richard C. Diprima".
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O Teorema 5 pode ser aplicado no caso de um PVI linear (como no
Teorema 3):

Y +p(x)y =9(x), y(x) = yo, (4)

em que p e g sao continuas num intervalo aberto I com xg € I.

of
Neste caso, as fungdes f(x,y) = —-p(x)y + g(x) e @(X, y) = —p(x)

séo continuas em I x R e o ponto (xo, yo) € I X R. Pelo Teorema 5 o
PVI (4) tem uma Unica solugéo y definida num intervalo J c | com
Xo € J.

E importante ressaltar que no caso do PVI linear (4) o Teorema 3
garante que o intervalo da solugao é J = I.
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————
Exemplo 6

Vimos no Exemplo 2 que o PVI

Yy =x+ly, y(0)=0,

admite duas solugdes distintas y; e y». Logo, as hipéteses do
Teorema 5 ndo podem ser satisfeitas.

of
Com efeito, as fungdes f(x,y) = x+fy e 5()(, y) = ﬁ S80
continuas no semiplano superior {(x, y)eR?:y> 0}, que nao contém
o ponto (0, 0).

Por outro lado, concluimos do Teorema 5 que o PVI

Y =x+y, y(x) = yo,

com qualquer yp > 0, tem uma Unica solucéo y(x) definida num
intervalo contendo xp.
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_____________________________________
Exemplo 7

Considere o PVI

Note que as fungdes
of
f =y —(x,y)=2
(x.y)=y" e ay(”) y

s&o continuas em R?, que contém o ponto (0, 1). Pelo Teorema 5, o PVI
admite uma Unica solugéo y = y(x) para x em um intervalo / contendo
Xo = 0. De fato, resolvendo a equagao separavel e impondo a condigéo
inicial, obtém-se que a unica solugéo do PVI é

que esta definida no intervalo | = (—co, 1).
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Exemplo 8

Considere o PVI
xy' =2y, y(a)=no.
Avalie a existéncia e unicidade da solugdo em cada um dos seguintes
casos:
(a) a #0e b e R (qualquer);
(o) a=0eb %0;
(c) a=0eb=0.
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Exemplo 8

Considere o PVI
xy' =2y, y(a)=b.
Avalie a existéncia e unicidade da solucdo em cada um dos seguintes
casos:
(a) a # 0 e b € R (qualquer);
(o) a=0eb #0;
(c) a=0eb=0.

Resolucao: Neste PVItem-se

2y of 2

f = Z - —
(x,y) . ay(x,y) <

que sé&o continuas para todo (x, y) € R? com x # 0 (exclui-se o eixo y).
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Pelo Teorema 5 (de existéncia e unicidade da solugéo) concluimos que:
(a) se a# 0e b eR, 0PVl possui uma Unica solugéo y, definida num
intervalo contendo a.

Quando a = 0, o Teorema 5 nao se aplica, pois f e df/dy nao sao
continuas nos pontos (0, b). Neste caso, resolvendo a equagéo por
separacao de variaveis, obtemos a solugao geral:

1 2
f}—/dy:f;dx = Inly|=2In|x]+ ¢, = y(x):cxz,

em que ¢ € uma constante. Dai, concluimos que:

(b) se a = 0 e b # 0, ndo existe uma fungéo y(x) = cx? que satisfaz a
condicao inicial, ou seja, o PVI ndo tem solugéo.

(c) se a=0e b =0, a condi¢do inicial ndo determina a constante c e,
portanto, o PVI possui infinitas solugdes.
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Vale enfatizar que no caso (a) o PVI admite uma Unica solugdo num
invervalo que contém a # 0. Porém, esse intervalo ndo contém o
ponto O.

Com efeito, se a = 1 e b = 1, entdo para qualquer valor da
constante ¢, a funcao dada por

X2, x>0,

X) =
y(x) cx?, x<0,

é solucao do PVI. Note que a solugdo do PVI nao é Unica se
considerarmos y(x) para qualquer x € (—oo, o).

A unicidade é garantida quando consideramos x em um intervalo
| c (0, ). Neste caso, a Unica solugdo do PVI é

y(x) = x°.
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Equacgdes de 22 Ordem Redutiveis

Uma equagcao diferencial ordinaria de segunda ordem, na forma mais
geral, pode ser escrita como

F(x,y,y',y") =0,

em que F é uma fungdo de x, y, y’ e y”, com y = y(x).

Uma EDO de 22 ordem pode ser reduzida a uma EDO de 12 ordem se
ou x (variavel independente) ou y (variavel dependente) nao aparece
na equacao.
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Equagdes sem a variavel dependente y

Considere a EDO de 22 ordem F(x,y’,y”’) = 0. Fazendo a mudanga
de variavel
v=y
em que v = v(x), fungdo sé de x e ndo de y, tem-se v/ = y” e a EDO
F(x,y’,y”) = 0 pode ser escrita como
F(x,v,v') =0, (5)

que é uma EDO de 12 ordem.

Se v = v(x; ¢1) é a solugdo geral de (5), que depende de x e uma
constante c¢q, entdo a solugdo da EDO de 22 ordem é

y(x) = fv(x; c1)dx + ¢ (c2 constante).
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Exemplo 9

Resolva a EDO
xy” + 2y’ = 6x.
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————
Exemplo 9

Resolva a EDO

xy" + 2y’ = 6x.

Resolucao: Fazendo a mudanga de variavel
/

v=y e VvV =y’ (v=v(x)),

e dividindo a equacéo por x, obtemos a EDO linear de 12 ordem:
2
"+ -v=6.
v+ "t (%)

O fator integrante é

2
u(x) = exp {f; dx} — 2Nl — x2,

Multiplicando a eq.(x) por u(x) temos

X2V +2xv =6x° — dix(xzv) = 6x°.
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Integrando esta Ultima equagdo em relagado a x, resulta

x°v = 2x3 + ct — Vv=2x+ c1x‘2,

com ¢y constante. Como v = y’, a solugéo geral da equagao dada é

y(x):f(2x+c1x‘2) dx + ¢
= y(x):x2—%+02,

em que ¢y, o Séo constantes.
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Equacdes sem a variavel independente x

Considere a EDO de 22 ordem F(y,y’,y”) = 0. Fazendo a mudanga
de variavel

v=y
em que v = v(y) é funcdo de y e y = y(x), pela regra da cadeia tem-se
y" =Vvy =w’'eaEDO F(y,y’,y”) = 0 pode ser escrita como

F(y,v,w’) =0, (6)

que é uma EDO de 12 ordem (em y).

Se v = v(y; c1) é a solugdo de (6), que depende de y e uma constante
d

c1, substituindo em v = y’ tem-se a equacgao separavel d_i = v(y; c1).

Portanto, a solugdo da EDO de 22 ordem é dada implicitamente por

f ! dy = x+c2 (c2 constante)
) '

Marcos Valle e Roberto Prado MA311 — Calculo Ill 19/22



Exemplo 10

Resolva a EDO
yy// _ (y1)2.
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————
Exemplo 10

Resolva a EDO

Resolucao: Fazendo a mudancga de variavel
v=y e y'"=w (v=v(y)),

tem-se
yw =v2 dv

que é uma equacao separavel. Separando as variaveis ve y, e
integrando ambos os lados:

1 1
f;dv:f}—/dy = Inlv|=Inly|+ co (co constante).
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d
Aplicando a exponencial e usando v =y’ = d—i resulta

ay
&_01.}/’

com a constante ¢; = +xe®. Separando as variaveis e integrando,

tem-se ]
—d :fc ax
fy y 1

= Inlyl=cix+c2 (co constante).

Aplicando a exponencial, concluimos que as solugdes da EDO sao
y(x) = Ae®%,

com a constante A = +e“ ou A = 0 para o caso da solugéo y = 0.
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje apresentamos e discutimos (em varios exemplos) o
teorema de existéncia e unicidade da solugéo de um PVI (linear ou
geral), envolvendo uma EDO de primeira ordem.

Apresentamos também dois tipos especiais de EDOs de segunda
ordem que podem ser reduzidas a EDOs de primeira ordem, efetuando
uma mudanga de variavel apropriada.

Na préxima aula estudaremos equagdes diferenciais ordinarias de
segunda ordem.

Muito grato pela atencéo!
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