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Equagbes Exatas

Nesta aula estudaremos uma classe de equacdes diferenciais
conhecidas como equagdes exatas, para as quais existe um método
de resolucao bem definido.

Primeiramente, observe que uma EDO de primeira ordem
y' =1fxy)

emquey=y(x)ey = % pode ser escrita na forma

M(x,y) + N(x,y)y’ =0 ou M(x,y)dx + N(x,y)dy =0,

onde dx e dy = y’dx sao as diferenciais de x e y, respectivamente.
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Equagbes Exatas

Uma EDO de primeira ordem
M(x.y) + N(x.y)y’ =0, (1)
em que M, N : Q — R e Q é um subconjunto aberto de R?, é uma

equacao exata se existe uma fungéo ¢ : 2 — R, que tem derivadas
parciais continuas em €, tal que

O _ W _
o oY) =Mxy) e 3y(xay)—N(X,y), V(x.y) € Q. (2)

Neste caso, sendo y = y(x), por (1), (2) e pela regra da cadeia tem-se

Sy ()] = 55 + G5 = Mlx.y) + Nix.y)y' =0

e, portanto, a solu¢cao de uma EDO exata do tipo (1) é dada
implicitamente por

Y(x,y) =c (c éuma constante). 3)
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Pode-se mostrar que existe uma fungéo v : Q2 — R satisfazendo
(2) em uma regido Q2 aberta e simplesmente conexa? se, e so-
mente se, as funcdes M e N e suas derivadas parciais 24, oM ~oN

dx By’ ox
e (ZI}\/I sdo todas continuas em (2, satisfazendo
oM ON
— Y Q. 4
3y (xy) =2 (xy). Vixy)e (4)

aSimplificadamente, uma regido simplesmente conexa ndo possui furos. Um
retangulo é um exemplo de uma regido simplesmente conexa.

O resultado acima serve como um critério para determinar se a
equacao dada é exata ou ndo. Em outras palavras, uma EDO do tipo

M(x,y) + N(x,y)y’ =0

€ exata se, e somente se, M e N sédo continuas e possuem derivadas
parciais continuas que satisfazem (4) em uma regido aberta e
simplesmente conexa de R2.
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Exemplo 1

Resolva a EDO
2x + y? + 2xyy’ = 0.
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————
Exemplo 1

Resolva a EDO
2x + y? + 2xyy’ = 0.

Resolucdo: As fungdes M(x,y) = 2x + y2 e N(x, y) = 2xy séo
continuas em R? com derivadas parciais continuas, satisfazendo
oN

il;’(x, y)=2y=—--(xy). V(xy)e R?.

Logo, a EDO acima é exata. Entéo existe uma fungao y(x, y) tal que
oy W
ox
Integrando (i) em relagdo a x, obtemos

i (x,y) = 2xy.

(i) —(x,y) =2x+y? e (ii)@

w(x,y) = f (2x + y?)ax + g(y) = x* + y*x + g(y).

onde g(y) é uma fungéo arbitraria de y.
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Derivando ¢(x, y) em relagdo a y e usando (ii) temos
4 '
%(X, y)=2yx+g'(y) =2xy

— J'(y)=0 = g(y) = c1 (constante)

Portanto,
Y(x.y) = x* + y?x + ¢

e a solucéo geral da EDO ¢ dada implicitamente por
v(x.y)=x*+y*x =c,

em que ¢ é uma constante.
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A figura abaixo mostra o grafico das solucdes x° + y°x = ¢, para
valores de ¢ escolhidos.
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Exemplo 2

Resolva o problema de valor inicial (PVI):
{ ycosx + 2xe¥ + (sen x + x2e¥ = 3)y’ =0
y(0) =2
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Exemplo 2

Resolva o problema de valor inicial (PVI):
{ ycosx + 2xe¥ + (sen x + x?¢¥ —=3)y’ =0
y(0) =2.

Resolugdo: M(x,y) = ycosx + 2xe’ e N(x,y) = sen x + x%¢¥ — 3.
As fungbes M, N e suas derivadas parciais sao continuas em R? e
satisfazem

oM ON
W(x, y) = cosx + 2xe¥ = G_X(X’ y), VY(x,y)€R2

Portanto, a equacéo é exata e existe uma fungéo ¥(x, y) tal que

() 2 (x.y) = ycosx+2xe* e (i) ‘3_‘;

™ (x,y) =senx + x*¢’ - 3.

Marcos Valle e Roberto Prado MA311 — Calculo Ill 8/18



Integrando (i) em relagé@o a x, obtemos

p(x.y) = f(y cos x + 2xe¥)dx + g(y) = y senx + x?¢’ + g(y),

onde g(y) é uma fungéo arbitraria de y. Derivando ¥(x, y) em relagdo
a y e usando (ii) temos

g—,’;(x, y) =senx + x?e¥ + g'(y) = senx + x?¢ — 3
= J)=-3 = g9y)=-3.
Assim, a solucao geral da equacao é dada implicitamente por
¥(x,y) = ysenx 4+ x?e¥ =3y = c (c constante).
Agora, usando a condicao inicial:
y(0)=2 = 2sen0+0%6°-3-2=¢c =—= c=-6.
Portanto, a solucéo do PVI é

w(x,y) = ysenx + x?e¢” — 3y = —6.
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Exemplo 3

Resolva a EDO
3xy + y? + (x* + xy)y’ = 0.
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Exemplo 3

Resolva a EDO
3xy + y2 + (x2 + xy)y’ = 0.

Resolugdo: As fungdes M(x, y) = 3xy + y?, N(x,y) = x? + xy e suas
derivadas parciais sdo continuas em R?. Temos que

oM ON
W(X,y)—SX‘i‘Zy e a(X,y)—ZX‘f'y
Note que
aM(X )= aN(x ) = = —X
ay ay - (9X ay y_

e o conjunto {(x,y) € R? : y = —x| ndo é uma regido aberta de R?.
] y y

a—x(x, y) (em qualquer regido aberta e
simplesmente conexa) e isto implica que a equagao nao é exata.

oM ON
Portanto, —(x,
ortanto ay(xy)qt
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Fatores Integrantes

Algumas vezes é possivel converter uma EDO que ndo é exata em uma
EDO exata, multiplicando-a por um fator integrante y(x, y) apropriado.

Especificamente, multiplicando a equacao (suposta ndo exata)
M(x.y) + N(x,y)y’ =0 (5)
por u = u(x,y) # 0, tem-se

uM + uNy’ = 0. (6)

Queremos encontrar 4 de modo que a eq.(6) seja exata, 0 que ocorre
se, e somente se,

o(uM) _ d(uN)

ay ox
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Equivalentemente,
Muy — Nuy + (My — Ny)u =0, (7)

em que u, denota a derivada parcial de 4 com relagéo a y (analogo
para uy, M, e Ny).

A principio, qualquer solugéo u de (7) torna a eq.(6) exata e, neste
caso, a solugao podera ser obtida pelo método de resolugao usado nos
Exemplos 1 e 2. A solugcao encontrada da eq.(6) também satisfaz a
eq.(5), ja que podemos dividir (6) por w.

A eq.(7) pode ter mais de uma solug¢éo. Para simplificar o problema,
geralmente assumimos que o fator integrante u depende somente de x
ou somente de y.
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Quando u = pu(x), segue de (7) que (N # 0)

M, — N My — N
d_/J - X,u — ﬂ(X) = exp {f Y XdX}, (8)

ax N N

My

. X
se 0 quociente depende somente de x.

Analogamente, quando u = u(y), obtém-se de (7) que (para M # 0)

&=t =y =ex [Z2a). o

_My

se 0 quociente depende somente de y.
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Exemplo 4

Resolva a EDO
3xy + y? + (x* + xy)y’ = 0.
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Exemplo 4

Resolva a EDO

3xy + y? + (x2 + xy)y’ = 0.

Resolucao: Mostramos no Exemplo 3 que essa equacao ndo é exata.
Vamos verificar se ela tem um fator integrante que depende s6 de x ou
s6 de y. Temos M(x,y) = 3xy + y?, N(x,y) = x2 + xy e

My -Ne 3x+2y-(x+y)  x+y _1 X0
N X2 + xy Cx(x+y) X '

Logo, considerando x > 0 (andlogo para x < 0), existe o fator integrante

LX) = exp {f%dx} _enr— .

Multiplicando a equagéo dada por u(x) = x, obtemos

3%y +xy? + (X + x2y)y’ = 0. (%)
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A equagdo (*) é exata, pois
My(x,y) = 3x% + 2xy = Ny(x,y), VY(x,y) € RZ.
Entédo, existe uma fungdo y(x, y) tal que

g = 3x? 2 i W3 42
() G (0) =3y 007 e i) To(6y) =X+ 5.

Integrando (ii) com relacao a y, obtemos
1
v(xy) = x°y + 5xy% + h(x).
Derivando ¢(x, y) com relagdo a x e usando (i), encontramos
3x%y 4+ xy® + h'(x) = 3x%y + xy?

= h'(x)=0 = h(x) = cy (constante).

Assim, as solucdes da eq.(x*) e, portanto, da EDO séo dadas por
1
v(xy) =Xy + 53Xy =c, Vx#0,

em que ¢ € uma constante arbitraria.
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Exemplo 5

Resolva a EDO

y? cos x dx + (4 4 5y sen x)dy = 0.
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Exemplo 5

Resolva a EDO

y? cos x dx + (4 + 5y sen x)dy = 0.

Resolucao: Note que y = 0 é solugao da equagao. Procuremos
solugdes y # 0. Aqui M(x,y) = y?cosx e N(x,y) = 4 + 5y sen x.
Temos

My(x,y) =2ycosx e Ny(x,y)=5ycosx.
Como M, # Ny, a EDO n&o é exata. Procuramos entao um fator
integrante u que depende sé de x ou s6 de y. Temos que

Ny — M, _ 5y cos x — 2y cos X _ 3 .y £0.
M y2 cos X y

Considerando y > 0 (analogo para y < 0), existe o fator integrante

3 n
u(y) = exp {f;dy} =" =5,
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Multiplicando a equagao dada por u(y), obtemos
y® cosx dx + (4y® +5y*senx)dy = 0. (%)
A equagdo (*) é exata, pois
My(x,y) = 5y* cosx = Ny(x,y), V(x,y) € R
Entéo, existe uma fungao ¥(x, y) tal que

(i) g:/: g—l}/:(x,y) =4y3 4+ 5y*senx.

Integrando (i) com relacdo a x, obtemos
w(x,y) = y°senx + h(y).
Derivando ¢(x, y) com relagdo a y e usando (ii), encontramos

(x,y) =y°cosx e (i)

5y*sen x + h’(y) = 4y® + 5y* sen x
— h(y)=4y = h(y) =y~
Assim, as solugdes da eq.(x*) e, portanto, da EDO s&o dadas por

w(x,y) = y’senx +y* = ¢ (c constante).
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Consideracotes Finais

Uma EDO do tipo M(x,y)+ N(x,y)y’ =0 é exata se, e somente se, M
e N sao fungdes continuas com derivadas parciais continuas, tais que

My(x,y) = Nx(x.y), Y(x,y)€Q,

em que Q é uma regido aberta e simplesmente conexa de R?.

Em alguns casos, podemos transformar uma EDO néo exata em uma
exata, usando um fator integrante, geralmente u = p(x) ou p = u(y).

A solucéao da EDO exata é dada implicitamente por

Y(x,y) =c,

em que ¢ € uma constante e ¢ é tal que yx = M ey, = N.

Muito grato pela atencéo! ]
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