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Na aula anterior apresentamos o método dos fatores integrantes para
resolucdo de equacgdes diferenciais ordinarias (EDOs) lineares de
primeira ordem do tipo

PO 1 a(t)y = G(r).

em que P, Q e G dependem apenas da variavel t e P(t) # 0.

Na aula de hoje apresentaremos uma técnica para resolugdo de uma
classe de EDOs de primeira ordem, chamadas equagcoes separaveis,
que podem ser escritas da seguinte forma:

o) = 1(0)

em que y = y(t), g depende somente de y e f depende somente de t.

Iniciaremos apresentando um exemplo.
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Exemplo 1

Determine a solugéo geral da EDO

dy 12
dt — 1+4y2°

em que y = y(t) é uma funcéo de t.
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Exemplo 1

Determine a solugéo geral da EDO

d_
dt  14+y2°
em que y = y(t) é uma funcéo de t.
Resolucao: A EDO pode ser escrita como
dy
14+y3)— =2
O +y)5
Integrando ambos os lados da equagéo com respeito a t e usando

d
dy = F)t/dt, temos

2\qu — [ 12 y*
(1+y9)dy= | ttdt = y+§—§+c,

com c constante. A solugéo y é dada implicitamente por esta relagao.
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Equacbes Separaveis

Uma EDO de primeira ordem separavel pode ser escrita como

a(y) Zt = f(1), (1)

emque y = y(t), g(y) # 0, g depende somente de y e f depende
somente de t.

Suponha que as fungdes g(y) e f(t) sdo continuas. A solugéo geral de
uma equacao separavel na forma (1) é dada implicitamente pela
relacdo

G(y) - F(t) = c, (2)
em que c é constante, F e G sao primitivas de f e g, respectivamente.
Equivalentemente, podemos escrever (2) na forma

f y)dy = f t)dt + c.
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Mostremos que a solugdo da equacgao (1) é dada por (2). Com efeito,
como y = y(t), pela regra da cadeia tem-se

dG(y) _ dG(y)dy _ N
ot dy dt

Dessa forma, a equacéo diferencial (1) satisfaz

dG(y) d
—5 =0 = —[GW-FN]=0 = (2)

Observemos que a equacao separavel (1) pode ser escrita como

ay
o = f(Oh). ©

onde h(y) = 1/9(y). Se em (3) ocorrer h(c) = 0 para algum ¢ € R,
tem-se que y = ¢ é uma solucao estacionaria da equacgao (3).
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Exemplo 2

Determine as solugdes estacionarias e a solugao geral da EDO

dy _y-3
a1

Marcos Valle e Roberto Prado MA311 — Calculo Ill 6/20



Exemplo 2

Determine as solugdes estacionarias e a solugao geral da EDO

dy _y-3
a

Resolugcao: Primeiramente note que a EDO é separavel da forma (3)
com f(t) = t2 e h(y) = y — 3. O Unico zero da fungéo h é ¢ = 3.
Assim, y = 3 é a Unica solucao estacionaria da equagao.

Vamos determinar agora a solugao geral da EDO. Supondo y # 3,
escrevemos a equagao na forma

1 1
—dy = —dt.
y—de t2
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Integrando ambos os lados da equacéo:

1 1
——dy = | —=dt
fy—3 y t2
1
- |n|y—3|:—?—|—co,

onde ¢y € uma constante. Aplicando a exponencial em ambos os

membros, implica que
1/t

y-3=z=e%e"
Portanto, a solugao geral da EDO é dada por

y=3+ce
em que ¢ € uma constante arbitraria. Note que para ¢ = 0 obtemos a
solugéo estacionaria y = 3.
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Exemplo 3

Resolva o PVI

dy 3t +4t+2

at = 2y =1) y(0) = -1, (4)

e determine o intervalo no qual a solugéo existe.
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————
Exemplo 3

Resolva o PVI

dy 3t2+4t+2

ot 2y =) y(0) = -1, (4)

e determine o intervalo no qual a solugéo existe.

Resolugcao: A EDO em (4) é separavel e podemos escrever
2(y — 1)dy = (3% + 4t + 2)dt.

Integrando ambos os lados da equacgéo:

f2(y— 1)dy = f(3t2 + 4t 4+ 2)dt

— y2-2y=1t34+2t24+2t+c (cconstante).
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Usando a condigao inicial y(0) = —1, temos
(-1)2-2(-1)=0%+2.02+2.0+¢c = c=3.
Logo, a solugdo y = y(t) do PVI (4) é dada implicitamente por
y2 -2y =13+ 212 + 2t 4 3.

Resolvendo a equagéo do segundo grau em y, juntamente com a c.i.
y(0) = —1, a solugao explicita do PVI é

y=1- V8422 +2t+4,
Esta funcéo esté definida em R se
ot 4ot+4=(t+2)(P+2)20 = t>-2,
ou seja, a solucéo y do PVI existe no intervalo [-2, +0).
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Substituicdo de Variaveis

Muitas vezes, uma EDO complicada pode ser reduzida a uma equacao
equivalente (tem a mesma solucao da equagao dada) mais simples,
fazendo uma mudanca de variavel apropriada.

Infelizmente, ndo ha regras ou métodos que levam a uma substituicéo
de variaveis bem sucedida.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos.
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Exemplo 4

Resolva a EDO

d
Z — (x+y+3p, ©)

em que y = y(x) é uma funcéo de x.
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Exemplo 4

Resolva a EDO

d
Z — (x+y+3p, )

em que y = y(x) é uma funcéo de x.
Resolugcao: Efetuamos a mudanga de variavel:

av dy
V=Xx+y+3 —= X +dx

Substituindo na eq.(5) obtemos a seguinte EDO separavel (na nova
variavel v):
av

2
— = 1.
ax v
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Resolvendo por separagao de variaveis temos:

fv2+1 fdx = arctgv= x+c
— v=1tg(x+c),

onde ¢ é uma constante. Retornando a variavel y, a solucao geral da
EDO (5) é dada por

y=v-x-3
— y=tg(x+c)-x-3,

com c¢ constante.
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Substituicdo v = ax + by + ¢

De um modo geral, generalizando o Exemplo 4, uma EDO na forma

dy
— =f(ax+b c),
o — [(ax+by+c)
em que a, b, ¢ sdo constantes com b # 0, pode ser transformada na

EDO separavel

dv

= — bf

I bf(v) + a,
apds a substituicao

v=ax-+by+ec.

No Exemplo4,a=1,b=1,c=3e f(v) = V2
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Substituicdo v = y/x

Uma EDO do tipo
%:f@), X #0, (6)
em que y = y(x), pode ser resolvida aplicando a substituicio v = %
Isto implicay = xv e % = x% + v. Substituindo em (6), resulta na
equacao separavel
v
x% =f(v)—v. (7)

Resolvendo (7) e usando v = y/x, obtém-se a solugao de (6).

A equagéo em (6) é chamada homogénea de primeira ordem. O
termo “homogéneo” tem também outros significados nesse curso!
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Exemplo 5

Resolva a EDO

dy _ y/x
xdx—y+xe (x #0). (8)
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Exemplo 5

Resolva a EDO

dy _ y/x
xdx—y+xe (x #0). (8)

Resolucao: Dividindo a eq.(8) por x obtemos

b _y

ev/x.
ax x +

Usando a substituicao:

y
v== ou = vx,
X y
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resulta na equagao separavel

1
xﬂ +v=v+e' < eVdv=—-dx.
ax X

Integrando ambos os lados e resolvendo, temos

fe“’dv:fldx
X

— -e'=Inlx|+c
= -v=In(-In|x|-c),

em que ¢ é uma constante. Usando v = y/x, as solucdes da EDO (8)
séo dadas por
y =-xIn(=In|x| - c).
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Equacéao de Bernoulli

Uma equagéo do tipo
d
F{ +p(t)y = a(t)y" (9)

em que a é uma constante real, é chamada equacao de Bernoulli.

Para obter a solugéo de (9) supde-se as fungdes p(t) e g(t) continuas.
Sea=00ua=1,aequacao (9) é linear. Nocasoemquea #0e
a # 1, efetuamos a substituicdo (para y # 0)

v=y'°
Temos que % =(1- a)y“’%. Multiplicando (9) por (1 — @)y
obtemos a equagéo linear

dv
S+ (1- (v = (1 - 2)a(t),

a qual pode ser resolvida usando fator integrante.
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Exemplo 6

Resolva a equagao de Bernoulli

dy 4/3
=Y — 1
de + 6y = 3xy"'", (10)

em que y = y(x) € uma funcéo de x.
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Exemplo 6

Resolva a equagao de Bernoulli

dy 4/3
— = 1
X I + 6y = 3xy™'°, (10)

em que y = y(x) é uma fungéo de x.

Resolucao: Note que y = 0 é uma solucdo de (10). Para y # 0,
efetuamos a mudanca de variavel:

Y0 T8

v =yl =

1
Multiplicando a equagao (10) por —S—Xy‘4/3, encontramos a EDO linear

av 2

= _Zv=

ax x
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Resolvendo esta equacgao, o fator integrante é

’u(x) = exp {f—% dx} — g 2Inixl _ 42

Multiplicando ambos os lados da EDO linear por u(x) obtemos
dv d
-2 -3 -2 -2 -2
_—_9 - _ — —x"2
Xy Ty X ™ (x v) X
Integrando com relagéo a x resulta

xPv=x'4+c = v=x+cx°,

onde ¢ é uma constante. Esta é a solugéao geral da EDO linear acima.
Usando v = y~'/3, a solugéo nao nula da eq.(10) é dada por

1

(x +cx2)®

y B =x4+cx® ou y=
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Consideracotes Finais

Na aula de hoje apresentamos duas técnicas (separacao de variaveis e
substituicdo de variaveis) para resolver algumas EDOs néo lineares.

Primeiro, podemos integrar membro a membro uma EDO separavel

ay
g(y)a =

geral é dada por fg(y)dy = ff(t)dt + ¢ (c constante).

f(t), em que g(y) e f(t) séo fungdes continuas. A solugéo

Segundo, muitas vezes podemos transformar uma EDO complicada
numa mais simples, efetuando uma substituicao de variavel apropriada.
Por exemplo, a equacao de Bernoulli pode ser transformada numa
equacao linear.

Muito grato pela atencéo!
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