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Introducao

Denotaremos por R"”, com n = 2 ou n = 3 em geral, o produto
cartesiano dos numeros reais cujos elementos sdo n-uplas
X = (X1, X2, X3, ..., Xn).

A norma de x = (xq, Xo, ..., Xp) € definida por

X[ = \/X2 + X2 + ...+ X3.

Exemplo 1

No R2?, que contém pares (x, y) também denotados por xi + yj, a

norma é ||(x,y)|| = /X% + y2.

No R3, que é formado por triplas (x, y, z) também denotadas por

xi+ yj+ zk, tem-se ||(x, y, 2)|| = VX% + y? + Z2.

Marcos Eduardo Valle MA211 — Calculo Il (Cursao) 2/10




e
Curvas Parametrizaveis

Definicdo 2 (Curva Parametrizavel Continua)

Uma curva parametrizavel continua é uma fungéo continua
a: | — R" emque | C R éumintervalo, tal que

a(t) = (xi (1), xa(0), . .., xn(1)), Vitel.

A variavel t é chamada parametro da curva a.

Dizemos que a curva « é suave se as componentes
x1(t), x2(1), ..., xn(t) séo fungdes com derivada continua em /.

Observacgao

Dizemos que « : | — R" é continua se cada componente
X1, X2,...,Xp : | — R é uma funcao continua.
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Exemplo 3

Esboce o grafico da curva

a(t) = (tcos(2rt), tsen(27t)) = tcos(2rt)i + tsen(27wt)j, 0<t<2.
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Exemplo 3

Esboce o grafico da curva

a(t) = (tcos(2rt), tsen(2rt)) = tcos(2nt)i + tsen(2nt)j, 0<t<2.

Resposta: O grafico é a espiral abaixo partindo da origem:

2

N
S

Marcos Eduardo Valle MA211 — Calculo Il (Cursao) 4/10



Exemplo 4

O gréfico de ambas as curvas

a(t) =costi+sentj, Vte][0,n],

B(t) = cos(2nt)i + sen(27t)j, Vte[0,1],

coincidem e sdo iguais a circunferéncia x® + y® = 1. As curvas o e
3, porém, sao diferentes. Com efeito, a curva 3 percorre a
circunferéncia em 1 unidade de t enquanto que a completa o
circulo quando t = 27. Em outras palavras, embora as curvas
tenham o mesmo gréfico, suas velocidades séo diferentes.
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-
Velocidade e Vetor Tangente

Definigdo 5 (Vetor Tangente e Velocidade)

A derivada
(1) = (4(1), %3(1). ... Xp(1)), Vtel.

de uma curva suave « : | — R" é o vetor tangente ou velocidade da
curva a em t.

Definigdo 6 (Curva Suave Regular)

Uma curva suave « : | — R” é dita regular se o/(t) # (0,0,...,0)
paratodo t € /.

Um ponto s é dito singular se &/(t;) = (0,0,...,0). A reta tangente
a uma curva suave nao esta bem definida num ponto singular!
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Exemplo 7

Esboce o grafico da curva

a(t) = Bi+ 3j, VteR,

E o uma curva regular?
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————
Exemplo 7

Esboce o grafico da curva
a(t) = Bi+ ), VteR,
E o uma curva regular?

Resposta: O grafico é

A velocidade é o/(t) = 312i + 2tj. Note que /() = 0 se t = 0. Logo,
a curva nao é regular.
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Comprimento de Arco

Definigdo 8 (Comprimento de Arco)

O comprimento de arco de uma curva suave regular « : [ — R"” em
[a, b] C | é dado pela integral

b
L= [ (o)t
a

em que ||/ (t)|| denota a norma do vetor tangente a o em ¢.

A deducéo desse resultado pode ser encontrada nas segbes 14.10
—14.12 de Tom M. Apostol. Calculus - Volume I. 2 Ed. John Wiley
and Sons, 1967.
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Exemplo 9

Calcule o comprimento de arco da curva

a(t) = tcos(2rt)i + tsen(2mt)j, 0<t<2.
Lembre-se que [ V1 + x2dx = J(xv/1 + X2 + In(x + V1 + x2)).
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Exemplo 9

Calcule o comprimento de arco da curva

a(t) = tcos(2rt)i + tsen(2mt)j, 0<t<2.
Lembre-se que [ v/1 + x2dx = (xv/1 + X2 + In(x + V1 + x2)).

Resposta: A velocidade de a €
a/(t) = (cos(2rt) — 2ntsen(2rt))i + (sen(2nt) — 27t cos(27t))j.

Logo, o comprimento de arco é

L= /\/ + (2rt)2dt = [4m/1+167r +In(4r + /1 + 1672) }
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Consideracgdes Finais

Na aula de hoje apresentamos o conceito de curva parametrizavel
continua, suave e regular, que sao definidos por uma funcao
a: | —R" emque | =(a,b) & um intervalo aberto.

Vimos que o vetor tangente, também conhecido como velocidade,
que € obtido derivando cada componente de a.

Finalmente, mostramos que o comprimento de arco de uma curva
regular é obtido integrando a norma do vetor tangente de «.

O conteudo da aula de hoje foi baseado nas se¢des 1.2 e 1.3 de:
Manfredo P. do Carmo. Geometria Diferencial de Curvas e
Superficies. 6 Ed. Sociedade Brasileira de Matemética, 2014.

[ Muito grato pela atencao! ]
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