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Motivacao:

A regra da cadeia é usada para derivar uma fungdo composta.
Para fungbes de uma Unica variavel, se y = f(x) e x = g(t),

tem-se
dy  dydx

dt — dx dt’
se ambas f e g forem derivaveis. Para fungdes de duas
variaveis, tem-se:

Regra da Cadeia - Caso |

Suponha que z = f(x, y) seja uma fungao diferenciavel de x e
y,emque x = g(t) e y = h(t) séo funcdes diferenciaveis em t.
Entdo z é uma fungao diferenciavel de t e

dz_ ofax  ofdy
dt  Oxdt Oydt’



Motivacao:

A regra da cadeia é usada para derivar uma fungdo composta.
Para fungbes de uma Unica variavel, se y = f(x) e x = g(1),

tem-se

dy dydx

dt  dxdt’
se ambas f e g forem derivaveis. Para fun¢des de duas
variaveis, tem-se:

Regra da Cadeia - Caso |

Suponha que z = f(x, y) seja uma fungéo diferenciavel de x e
y,emque x = g(t) e y = h(t) sdo funcgdes diferenciaveis em ¢t.
Entdo z é uma funcéao diferenciavel de t e

oz _ozox ozdy
dt  Oxdt Oydt’



|deia da demonstracao:

Vamos denotar z(t) = f(x(t), y(t)). Devemos calcular

dz im zZ(t+ At) — z(1)
dt  At—0 At '

Agora, uma variagao At em t, resulta variagdes:

Ax = x(t+ At) — x(1),

Ay = y(t+ At) — y(1),
Az = z(t+ At) — z(1).

Além disso, sendo f diferenciavel, temos que

of of
Az = an + @Ay + E(x,y),

E(x,y)

lim Bk LT S —
(ax,0y)—(0,0) |[(Ax, Ay)||

em que



Dividindo ambos os lados da equacao por At, encontramos:
Az _ of Ax  Of Ay E(x y)
At Ox At oy At

_ OfAx | ofbdy i
- Ox At 9y At T Ax AyH At '
Note que
Ax glt+At)—g(t) _ .\ _ ox
A“tTO At atho At =9(0)= at’

Similarmente,

A . h(t+ At) — h(t d
Jmy = dm, R =0 =
Assim, como ambos Ax — 0 e Ay — 0 quando At — 0, temos
dz _ im z(t+ At) — z(At) _ im Az
at  at—o At At—0 At

of dx  of dy dx\? /dy\?® ofdx ofdy
=——+—=+0/| =) +t|%) =5+
ox dt ' dy dt at at ox dt Oy dt



Exemplo 1

Se z = x?y + 3xy*, em que x = sen2t e y = cost, determine
9 quando t = 0.



Exemplo 1

Se z = x?y + 3xy*, em que x = sen2t e y = cost, determine
9 quando t = 0.

Resposta:
az

dt

t=0



Considere agora a situagéo z = f(x, y), em que x e y também
sao funcdes de duas variaveis s e t, ou seja,

x=g(s,t) e y=h(st).

Neste caso, s e f sdo as variaveis independentes, x € y sdo
as variaveis intermediarias e z é a variavel dependente.

Regra da Cadeia - Caso |l

Suponha que z = f(x, y) seja uma fungao diferenciavel de x e
y,emque x = g(s,t) e y = h(s, t) sdo fungdes diferenciaveis
de se t. Entdo,

0z 0zox 0zoy

9s  0x0s  oyos’
0z _ozox  0zdy
ot ox ot 0y ot’

sao as derivadas parciais de z com respeito a s e f,
respectivamente.



Exemplo 2

Se z = e“seny, em que x = st? e y = s?t, determine 2 e 2.




Exemplo 2

Se z = e*seny, em que x = st? e y = s?t, determine % e 22,

Resposta:

0z

9 = e sen(s?t) + 2stes” cos(st?),
e

0z

ETh 2ste®” sen(s2t) + s2e cos(s?t).



Regra da Cadeia - Caso Geral
No caso mais geral, a varidvel dependente u é dada por
u="Ff(xy,...,Xn),

em que cada variavel intermediaria x; € uma fungéo de m
variaveis independentes t, ..., tn.

Seuecadax;,j=1,...,n, sdo fungdes diferenciaveis, entéo a
derivada parcial de u com respeito a uma variavel
independente t;, paraic {1,...,m}, é

ou  ou Ix L ou ou 0xo Ly ou ou 0xn
81‘, 8x1 8t, OXo at, OXp E)t,

ou ainda,

Z ou 8)(]
81‘, ox ot



Exemplo 3

Escreva a regra da cadeia para o caso em que w = f(x, y, z, t),
comx = x(u,v),y =y(u,v), z=z(u,v) e t=t(u,v).




Exemplo 3

Escreva a regra da cadeia para o caso em que w = f(x, y, z, t),
comx = x(u,v),y =y(u,v),z=z(u,v) e t = t(u, v).

Resposta:
ow _ ow dx
ou  O0x ou
e
ow _owox
v Ox Ov

owoy owdz
dy ou 0z du

owoy owoz

ayov T oazov "t

ow ot
ot ou’

ow ot
ot ov’



Exemplo 4
Se

u=x'y+y*z°,
em que

x=rsel, y=rs?e’! e z=r?ssent,

determine o valor de % quandor=2,s=1et=0.



Exemplo 4
Se

u=xty+y°2°,
em que

x=rse!, y=rs?e! e z=r?ssent,
determine o valor de % quando r =2,s=1et=0.

Resposta:

2U  (84)(2) + (16)(4) + (0)(0) = 192



Exemplo 5

Se g(s,t) = f(s? — 12, 1> — s?) e f é diferenciavel, mostre que g
satisfaz a equagéo

Jg 09
tas+sat =0.



Exemplo 6

Se z = f(x, y) tem derivadas parciais de segunda ordem
continuas e x = r2 + s e y = 2rs, expresse
0z
(a) ar
0%z
(b) 7z
em termos de derivadas parciais de z com respeito a x ou y.



Exemplo 6

Se z = f(x, y) tem derivadas parciais de segunda ordem
continuas e x = r?2 + s e y = 2rs, expresse

0z
(a) Es
0%z
(b) 57z
em termos de derivadas parciais de z com respeito a x ou y.
Resposta:
0z 0z 0z
= = = (2
or ax(z )+ Oy( S):
© 22 2 2 2
02 _ 002 1 402 g T2 | 4202

ar? ox ox2 oxoy dy?



Derivacao Implicita

A regra da cadeia é usada para deduzir o Teorema da Funcao
Implicita que fornece condicdes para os quais
F(y,xq,Xo,...,Xn) = 0 define y implicitamente como uma
funcao de xq, ..., Xp. Ela também é usada para calcular a
derivada de uma funcao implicita.



Exemplo 7

Calcule %, em que z seja dado implicitamente como uma
funcdo z = z(x, y) por uma equacao da forma F(x, y,z) = 0.




Exemplo 7

Calcule 2 95, €m que z seja dado implicitamente como uma
fungdo z = z(x, y) por uma equacgao da forma F(x, y,z) = 0.

Resposta: Pela regra da cadeia, se F e z forem
diferenciaveis, entéo

OFox OFoJy O0FoOz

oxox “ayox Tazox o

ox _ 9
Mas 2 =1 e 2 = 0. Logo, se € #= 0, isolamos % e
obtemos oF
0z _ ox

ax _ oF
ox o



Exemplo 8

Determine 92 se x3 + y3 + 23 + 6xyz = 1.




Exemplo 8

Determine 92 se x3 + y3 + 2% + 6xyz = 1.

Resposta:
0z x*42yz
ox  Z2+2xy



