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Motivacao

Considere o paraboloide eliptico dado por z = —2x2 — y2.

Suponha que desejamos estudar a figura proximo do ponto
P(1,1,-3).



A medida que damos zoom, vemos:




A medida que damos mais zoom, vemos:
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E com mais zoom ainda, vemos:

Aparentemente, observamos um plano!



Planos Tangentes

Suponha que a superficie S é dada pelo grafico de z = f(x, y),
em que f tem derivadas parciais fy e f, continuas.
Seja P = (xo, Yo, Z0) um ponto em S.

Vamos deduzir a equagéao do plano tangente a S em P.



A equacao de qualquer plano passando por P = (xg, Yo, 20) €
A(X — Xo) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0,
ou ainda, supondo C # 0, obtemos
z—zy = a(x — xo) + b(y — yo)- (1)
A interseccdo do plano tangente com o plano y = yg, fornece
z—2zy=a(x —xo)-

Agora, essa reta é também tangente a superficie S ao londo da
curva Cq obtida pela intersec¢cao com o plano y = yy. Logo,

a = fx(xo0, ¥o)-
Analogamente, devemos ter

b= fY(XO7y0)'



Plano Tangente

Suponha que f seja uma funcao de duas variaveis com
derivadas parciais de primeira ordem continuas. A equacao do
plano tangente a superficie z = f(x, y) no ponto P = (X, Yo, 20)
€ dada por

z — 7y = f(x0, ¥o)(X — Xo) + fy(X0, Yo)(¥ — Yo)-

Linearizagcédo e Aproximacao Afim

A funcao afim (transformacao linear transladada)

L(x,y) = f(xo0, Yo) + (X0, ¥0)(X — X0) + fy (X0, Y0)(¥ — Y0),

€ denominada linearizagao de f em (X, ¥o)-
A linearizagao fornece uma aproximacao afim de f para
pontos (x, y) préximos de (xg, ¥o)-



Exemplo 1

Determine o plano tangente ao paraboloide eliptico
z=-2x%>—y?noponto P = (1,1,-3).




Exemplo 1

Determine o plano tangente ao paraboloide eliptico
z=-2x2—y%noponto P=(1,1,-3).

Resposta: A equacao do plano tangente é z = —4x — 2y + 3.
A linearizagéo é L(x,y) = —4x — 2y + 3.



A funcgao

2o (x,y) #(0,0),
0, (Xay) = (070)7

cujo gréfico é

possui derivadas parciais f, e f,, mas elas ndo séo continuas.

A equagdo z — zp = fx(Xo, Yo)(X — Xo) + £y (X0, ¥o)(¥ — Yo) nao
fornece o plano tangente.



Funcao Diferencial

Uma fungéo f das variaveis x e y ¢ diferenciavel em (xg, yo)
se ela pode ser bem aproximada por um plano em pontos
préximos de (X, o). Formalmente, temos:

Definigao 2 (Fungao Diferenciavel)

Uma funcéo f é diferenciavel em (xo, yo) se existem a e b tais
que tal que o erro

E(x,y) = f(x.y) — [f(x0. ¥0) + a(x — Xo) + b(y — ¥0)|L(X.¥)),
dado pela diferenga entre f e uma aproximacao afim satisfaz

im E(x,y)
(x.y)=(x0.0) (X, ¥) = (X0, o)




Teorema 3 (Condicao Suficiente para Diferenciabilidade)

Se as derivadas parciais fy e f, existirem perto de (xo, yo) €
forem continuas em (X, yo), entéo f é diferenciavel em (a, b).
Nesse caso,

f(x,y) = f(x0, ¥o) +x(Xo0, Yo ) (X —Xo) + 1y (X0, Yo ) (¥ —Yo) + E(X, ¥),

. E s o
COM liM(x,y)x0.0) 577 oy = ©O-

Exemplo 4

Mostre que
f(x,y) = xe¥,

é diferenciavel em (1,0) e determine sua linearizagéo ali. Em
seguida, use a linearizagéo para aproximar f(1.1,—0,1).



Teorema 3 (Condic&o Suficiente para Diferenciabilidade)

Se as derivadas parciais fy e f, existirem perto de (xo, yo) €
forem continuas em (X, yo), entéo f é diferenciavel em (a, b).
Nesse caso,

f(x,y) = f(x0, ¥o) + (X0, ¥0) (X —Xo) + Ty (X0, Yo ) (¥ — Yo) + E(X, ¥),
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Exemplo 4

Mostre que

f(X7 .y) = Xexy7
é diferenciavel em (1,0) e determine sua linearizagéo ali. Em
seguida, use a linearizagéo para aproximar f(1.1,—0,1).

Resposta: Verifique que fy e f, sdo fungdes continuas. A
linearizagéo é L(x,y) =x+yeL(1.1,—-0.1) = 1. O valor da
fungéo é f(1.1,-0.1) ~ 0.98542.



Continuidade, Derivadas Parciais e Diferenciabilidade

A existéncia das derivadas parciais ndo implica a continuidade
da funcéo. A diferenciabilidade, porém, implica continuidade!

Teorema 5

Se f é diferenciavel em (xg, yo), entdo f é continua em (o, ¥o)-

Com efeito, por um lado temos

. , E(x,y)

lim E(x,y) = lim X—Xo,Y— =0.
(x.¥)=(x0.%0) (x.y) (%.9)—(x0,%0) 1=, y =30l 11(x — X0,y — yo)l|
Por outro lado, temos

lim  E(x.y)= lim f(x,y) ~ f(Xo.¥0) — a(x — X) — b(X — Xo)

(%,y)—=(X0.¥0) (x,¥)—(X0,¥0)

= lim  f(x,y) —f(x0,¥0) =0.
(x:¥)=(X0.%0)

Logo, f € continua em (xo, o) POIS liM(x, ) (x,.y0) F(X, ¥) = (X0, Yo)-



Diferenciais
Suponha que a fungéo f é diferenciavel em (x, yp). Defina

Ax=x-X, Ay=y-yo e Az=1(x,y)—f(x0,)
A diferenciabilidade pode ser escrita como
Az = fx(Xo, Yo)AX + fy(X0, Yo)Ay + E(Ax, Ay),
em que E(Ax,Ay), o erro da aproximagao linear de f, satisfaz

E(Ax,Ay)

lim == = 0.
(Ax,8y)=(00) [[(Ax, Ay

Desprezando o erro E(Ax, Ay), que serd zero quando
Ax = dx e Ay = dy sao diferenciais (ou infinitesimais), temos:

Derivada Total
A diferencial dz, também chamada derivada total,

0z 0z
dz = (%0, Yo)Ax + Iy (x0, Yo)dy = 7 dx + 7 dy.

0|



Interpretagdo Geométrica
Com a notagao de diferencial, temos:

f(Xay) ~ f(X07y0) + az.

(a+Ax,b+ Ay, fla+ Ax,b+ Ay))

surface z = f(x, y) J o
—5 Az
/T- _________ dz |

(a,b, f(a, b))

(a+Ax,b+ Ay, 0)

(a,b,0) Ay=dy

tangent plane
z = fla,b) = f(a,b)(x —a) + f (a, b)(y — b)



Exemplo 6

a) Se z = f(x, y) = x2 + 3xy — y?, determine a diferencial dz.

b) Se x varia de 2 a 2.05 e y varia de 3 a 2.96, compare 0s
valores de Az e dz.




Exemplo 6

a) Se z = f(x,y) = x2 + 3xy — y?, determine a diferencial dz.

b) Se x varia de 2 a 2.05 e y varia de 3 a 2.96, compare 0s
valores de Az e dz.

Resposta:

a) dz = (2x + 3y)dx + (3x — 2y)dy.

b) Tomando xg = 2, dx = Ax = 0.05, yp = 3,
dy = Ay = —0.04, obtemos

dz =[2(2) + 3(3)]0.05 + [3(2) — 2(3)](—0.04) = 0.65.
O incremento Az é
Az = f(2.05,2.96) — f(2,3) = 0.6449.

Observe que Az =~ dz, mas dz é mais facil de ser calculado.



Exemplo 7

Foram feitas medidas do raio da base e da altura de um cone
circular reto e obtivemos 10cm e 25cm, respectivamente, com
possivel erro nessas medidas de, no maximo, 0.1cm. Utilize a
diferencial para estimar o erro maximo cometido no calculo do
volume do cone.



Exemplo 7

Foram feitas medidas do raio da base e da altura de um cone
circular reto e obtivemos 10cm e 25¢cm, respectivamente, com
possivel erro nessas medidas de, no maximo, 0.1cm. Utilize a
diferencial para estimar o erro maximo cometido no calculo do
volume do cone.

Resposta: O volume do cone é dado por

V= %nrzh.
A diferencial do volume é
dv = %w(Zrhdr + r2h).
Como cada erro € no maximo 0.1, obtemos

’
dV = 27(500 x 0.1+ 100 x 0.1) = 207 ~ 63cm®,

como estimativa do erro do volume.



Funcdes de trés ou mais variaveis

Aproximagoes lineares, diferenciabilidade e diferenciais séo
definidas de forma analoga para fungoes de trés ou mais
varigveis. Por exemplo:

|
A linearizag@o de uma funcao de trés variaveis em

Xo = (X0, Yo, 20) €
L(x) = f(Xo) + £ (Xo0)(X — Xo) + f,(Xo)(¥ — Vo) + fz(X0)(Z — 20),

para x = (x, y, z) suficientemente proximos de Xo.

|
Se w = f(x, y, z), a diferencial dw é dada por
ow ow ow



Exemplo 8

As dimensdes de uma caixa retangular sdo medidas como
75cm, 60cm e 40cm, e cada medida foi feita com preciséo
0.2cm. Use diferenciais para estimar o maior erro possivel
quando calcularmos o volume da caixa usando essas medidas.



Exemplo 8

As dimensdes de uma caixa retangular sdo medidas como
75cm, 60cm e 40cm, e cada medida foi feita com preciséo
0.2cm. Use diferenciais para estimar o maior erro possivel
quando calcularmos o volume da caixa usando essas medidas.

Resposta: O volume da caixa € V = xyz e o diferencial é

oV oV oV
dVv = adXJr a—ydy+ Edz = yzdx + xzdy + xydz.

Logo,
dV ~ (60)(40)(0.2)+(75)(40)(0.2)+(75)(60)(0.2) = 1980cm°.

Embora parecga grande, o erro cometido é apenas 1% do
volume da caixa.



