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Introducao

O teorema do divergente, também chamado teorema de
Gauss, estabelece uma relagao entre a integral (derivada) do
divergente de um campo vetorial F sobre uma regido com a
integral de F sobre a fronteira da regiao.
|
Uma regido E C R3 é chamada regido solida simples se £
pode ser escrita simultaneamente como:

E={(x,y,2): (x,¥) € Dy, ui(x,¥) <z < tp(x,y)}, (tipo1),
E={(x,y,2): (¥,2) € Dyz,v1(y,2) < x < va(y,2)}, (tipo 2),
E = {(vaaz) : (X,Z) S DXZ) W1(X,Z) < y < W (X,Z)}, (tlpO 3)

A fronteira de E é uma superficie fechada e usaremos a
convengao de que a orientagao positiva € para fora.



Teorema do Divergente

Teorema 1 (Teorema do Divergente)

Seja E uma regido sdlida simples e seja S a superficie
fronteira de E, orientada positivamente (para fora). Seja F um
campo vetorial cujas componentes tenha derivadas parciais
continuas em uma regido aberta que contenha E. Sob essas
hipdteses, tem-se:

//SF'dS:///EdideV.



|deia da Demonstragao do Teorema do Divergente
Seja F = Pi + Qj + Rk. Vamos mostrar que

//SF-dS:///EdiVFdV.
[[aveav [[[ Zav [[[ Cav [[] Bov

Por outro lado, se n é o vetor normal unitario para fora de S,

/[SF-dsz//s(Pi+oj+Rk)-nds
://Spi.nds+//soj.nds+/sﬁ'k-nds.

Mostraremos apenas que /// %dv = // Rk - ndS.
g 0z s



Primeiramente, como E é uma regido solida simples, temos

E={(x,y.2): (x,¥) € Dyy,u1(x,y) <z < up(x,y)}.

Observe que superficie fronteira S € formada por trés partes: o
fundo Sy, o topo S, e possivelmente a lateral Ss.

(Figura extraida do livro de James Stewart, Calculus, 5 edigéo.)

Calcularemos a integral // Rk -ndS, parai=1,2e 3.
Si



Sobre Ss, k- n = 0 pois k é vertical e n é horizontal. Assim,
/ Rk -ndS = 0.
S;

|
A superficie S, (topo) é dada por z = us(x,y), (x,¥) € D,en
aponta para cima. Consequentemente,

//32 Rk -ndS = //D R(x.y. up(x, y))dA.

|
Analogamente, a superficie Sy (fundo) é dada por z = uy(x, y),
(x,y) € D, e n aponta para baixo. Portanto,

/81 Rk-ndsz—//DR(X,Y,U1(X,y))dA_



Logo, por um lado temos

// RK - ndS = / Rk - ndS+/ Rk - ndS—I—/ Rk - ndS
S
// (x,y,u1(x,y)) dA+// (x,y, ux(x, y))dA.

Por outro lado, pelo teorema fundamental do calculo temos

[ %Bav- [[ (/ oA >dA
://DR(x,y, uz(x,y))dA—//DH(x,y, ui(x,y))dA

Comparando os resultados, concluimos que

/// 9% gy = //H’k nas.



De um modo similar, pode-se mostrar que

/// 0P jv — //P. nds,
// 994y - //o; nds.

Essas Ultimas equagdes concluem a demostracao do teorema
do divergente!



Exemplo 2

Determine o fluxo do campo vetorial F(x, y,z) = zi + yj + xk
sobre a esfera unitaria x% + y? + 2% = 1.




Exemplo 2

Determine o fluxo do campo vetorial F(x, y, z) = zi + yj + xk
sobre a esfera unitaria x> + y? + 2% = 1.

Resposta: Pelo teorema do divergente, temos

//SF'C’SZ///EdideV:///EMV:j’rw,



Exemplo 3
Calcule [[gF - dS em que

F(x,y,z) = xyi+ (y? + exzz)j + sen(xy)k,

e S é a superficie da regiao E limitada pelo cilindro parabdlico
z=1—-x?epelosplanosz=0,y=0ey+z=2.



Exemplo 3
Calcule [[SF - dS em que
F(x,,2) = xyi + (y* + &% )i + sen(xy )k,

e S é a superficie da regiao E limitada pelo cilindro parabdlico
z=1-x?epelosplanos z=0,y =0ey +z=2.

Resposta: Pelo teorema do divergente, temos

1 1—x2 2—z 184
// F~dS:/// div FdV:/ / / 3ydydzdx = —.
s JE —1.Jo 0 35



O teorema do divergente vale quando E € a unido de regides
solidas simples!

I ———
Por exemplo, suponha que E é uma regido solida entre duas
superficies Sy e S,, onde S; estd dentro de S,. Sejam hy e ny
os vetores normais (unitarios) apontando para foram de S; e
Sy, respectivamente. A superficie fronteirade S€é S=5U S,
e sua normal n é dada por n = —n; sobre S; e n = n, sobre
S,. Pelo teorema do divergente, temos

///Edidevz//SF-dsz//sF-ndS
_/ F-(—n1)dS+/ F-nydS
S S

_//SZF-ngdS—/&F(m)dS.



Exemplo 4
Determine o fluxo elétrico E, dado por E(x) = ﬁx, sobre

uma superficie fechada S que contém a origem.
Dica: Pode-se verificar que div E(x) = 0 para qualquer x.



Exemplo 4

O|

Determine o fluxo elétrico E, dado por E(x) = X st sobre

uma superficie fechada S que contém a origem.
Dica: Pode-se verificar que div E(x) = 0 para qualquer x.

Resposta: Considere uma esfera S;, com centro na origem e
raio a suficientemente pequeno tal que S, esta dentro de S.

Assim,
///EdideV_//SFndS—!//aF(na)dS

Porém,divE:Oe/ E-dS:// E - n,dS = 47eQ.
Sa a
Portanto,
/ F - ndS = 47cQ,
5

para qualquer superficie fechada S que contém a origem.



Interpretacao do Divergente

Seja v um campo de velocidades de um fluido com densidade
constante p. A vazao do fluido por unidade de area é F = pv.
Se (Xo, Yo, Zp) € um ponto no fluido e B, € uma bola de raio a
(pequeno) e centro em Py, entéo

div F(x,y, z) ~ div F(xo, Yo, 20) para todo (x, y, z) € B;. Assim,
o fluxo na fronteira S; da bola B, é

/ F-dS= /// div FaV ~ // div F(xo, Yo, Zp)dV
Sa Ba Ba

= div F(xo, Yo, 20) V(Ba),

em que V(Bj;) denota o volume de B;.



Tomando a — 0, temos

div F(xo, Yo, 20) = ||Ln0 v Ba /sa Fras

Portanto, div F(xo, yo, 20) € a vazdo total por unidade de volume
que sai de (X, Yo, 20)-
I ———

» Sediv F(x,y,z) > 0, o escoamento total perto de (x, y, 2)
é para fora de (x, y, z). Nesse caso, (x, y, z) é chamado
fonte.

» Sediv F(x,y,z) < 0, o escoamento total perto de (x, y, 2)
€ para dentro e (x, y, z) é chamado sorvedouro.



