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Superficies Parametrizadas

De um modo semelhante a nossa descricao de curvas por uma
funcao vetorial r(t), que depende de um parametro t, podemos
descrever uma superficie por uma fungao vetorial r(u, v) que
depende de dois parametros u e v. Formalmente, temos:

Definicdo 1 (Superficie Parametrizada)

O conjunto dos pontos em R3 que satisfazem
r(u,v) = x(u,v)i+ y(u, v)j+ z(u, v)k,

em que (u, v) € D é denominado superficie parametrizada S.
As equacgdes

x=x(u,v), y=y(uv) e z=2z(uv),

que define os pontos de S sdo chamadas equacoes
paramétricas de S.



Exemplo 2

Identifique e esboce a superficie com equagéao vetorial

r(u,v) = 2cos ui + vj + 2sen uk.



Exemplo 2

Identifique e esboce a superficie com equagéao vetorial

r(u,v) = 2cos ui + vj + 2sen uk.

Resposta: A superficie € o cilindro de raio 2 cujo eixo
coincide com o eixo y mostrado abaixo:

(Figura extraida do livro de James Stewart, Calculus, 5 edicéo.)



Curvas de Grade

Definicdo 3 (Curvas de Grade)

Uma curva de grade é obtida quando um dos parametros u ou
v € mantido constante. Especificamente, r(uy, v) fornece uma
familia de curvas de grande em que u = ugp é constante. Outra
familia de curvas de grade é r(u, vp), obtida fixando v = v,.

Exemplo 4

As curvas de grade da superficie parametrizada do Exemplo 2
sdo retas horizontais, obtidas tomando u constante, e
circunferéncias, obtidas considerando v constante.



Exemplo 5

A figura abaixo ilustra uma superficie parametrizada e suas
curvas de grade.
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(Figura extraida do livro de James Stewart, Calculus, 5 edigao.)



Exemplo 6

Determine a fungao vetorial que representa o plano que passa
pelo ponto Py com vetor posi¢ao ry e que contenha dois
vetores nao paralelos a e b.



Exemplo 6

Determine a funcéo vetorial que representa o plano que passa
pelo ponto Py com vetor posi¢ao ry e que contenha dois
vetores ndo paralelos a e b.

Resposta: A equacao vetorial do plano pode ser
r(u,v) =ro+ ua+ vb.

Além disso, se escrevermos rg = (Xo, Yo, 20), @ = (@1, a,a3) €
b= (b1 , bg, bg), entao

X=Xo+uai+vby, y=yotua+vb, e z=Zzy+uas+vbs,

sao as equagdes paramétricas do plano.



Exemplo 7

Determine uma representagao paramétrica da esfera

X2 +y?+ 22 =2



Exemplo 7

Determine uma representacao paramétrica da esfera

X2+ yP+ 22 =&

Resposta: Em coordenadas esféricas, temos que
X =asen¢cosf, y=asen¢psentl e Zz=acosao.

Escolhendo ¢ e # como parametros, obtemos a equagao
vetorial

r(¢,0) = asen ¢ cos i+ asen ¢sendj+ acos ¢k.



Exemplo 8

Determine uma representagdo paramétrica para a superficie
z =2,/Xx2 + y2, ou seja, a metade superior do cone
7% = 4x2 + 4y°.



Exemplo 8

Determine uma representacao paramétrica para a superficie
z =2,/x2 + y2, ou seja, a metade superior do cone
2% = 4x° + 4y2.

Resposta: Uma representacéo possivel, usando
coordenadas cartesianas, €

r(x,y) = xi+ yj+ 24/ x + y2k.

Outra representacao paramétrica, obtida usando coordenadas
cilindricas, é dada pela equacéao

r(p,0) = pcos i+ psendj+ 2pK.



Superficies de Revolucao

Exemplo 9

Determine as equagdes paramétricas da superficie gerada pela
rotagdo da curva y = sen x, 0 < x < 27, em torno do eixo x.

z

y

g X

(Figura extraida do livro de James Stewart, Calculus, 5 edigao.)



Superficies de Revolucao

Exemplo 9

Determine as equagdes paramétricas da superficie gerada pela
rotacdo da curva y = sen x, 0 < x < 27, em torno do eixo x.

z
y

g X

(Figura extraida do livro de James Stewart, Calculus, 5 edi¢ao.)

Resposta: As equacdes paramétricas sao:
X=X, y=senxcosf e z=senxcosd,

com0<x<2re0<H<2r.



Plano Tangente

Considere uma superficie parametrizada S descrita por
r(u,v) = x(u,v)i+y(u,v)j+ z(u, v)k.

O vetor tangente a curva de grade Cy, descrita por r(up, v), em
um ponto P, com vetor posi¢ao r(up, Vo) €

X \ . 0z
ry = ——(Uo, vo)i + 6v(u°’ vo)i + —— (U, vo)k.

ov ov

De um modo similar, o vetor tangente a curva de grade Co,,
obtida tomando v = vy, em Py é

ox

. 0z
U (Uo, Vo)i + 5 (Uo, vo)k.

ou

ru:



(Figura extraida do livro de James Stewart, Calculus, 5 edigao.)
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Considere uma superficie parametrizada S descrita por

ru,v) = x(u,v)i+y(u,v)j+ z(u, v)k.

Definicdo 10 (Superficie Lisa)

Ser, xr, #0, entdo S é dita uma superficie lisa.

Definicao 11 (Plano Tangente)

Se S é uma superficie lisa, entdo o plano tangente a S em Py,
cujo vetor posigao é r(up, vp), € aquele que contém os vetores

ru(to, vo) € rv(Uo, Vo).
O vetor normal ao plano tangente em P, é

ru(Uo, Vo) x Fv(Uo, Vo).



Exemplo 12

Determine o plano tangente a superficie com equagodes
paramétricas x = u?, y = v2 e z = u + 2v no ponto (1,1, 3).




Exemplo 12

Determine o plano tangente a superficie com equagdes
paramétricas x = u?, y = v2 e z = u+ 2v no ponto (1,1, 3).

Resposta: O plano tangente é

xX+2y—-2z+3=0.



Area de Superficie

Definicao 13 (Area de Superficie)
Se uma superficie parametrizada lisa S é descrita por
r(u,v) = x(u,v)i+ y(u,v)j+ z(u, v)k,

e S é coberta uma Unica vez quando (u, v) varre todo o
dominio D dos parametros, entao a area da superficie S é

AS) = [[ v

r —a—xi+a—y'+% e r —%Ha—y#%
v=a0' T ad T v Tar Tar

em que



Exemplo 14

Determine a area da esfera de raio a.




Exemplo 14

Determine a area da esfera de raio a.

Resposta: A area da esfera de raio a é dada pela integral
dupla

2 g
A= // [y x ro||dA = / / a sen ¢pdodl = 4ra.
JJp Jo Jo



Area de Superficie do Grafico de uma Funcgéo

O gréfico de uma fungao f de duas variaveis (z = f(x, y)) pode
ser descrito por

r(x,y) = xi+yj+ f(x,y)k

el = o/ (2 4 (20 4
A=A ox dy '

a area de superficie do grafico de f é:

- [ () ()

Sendo




Exemplo 15

Determine a area da parte do paraboloide z = x? + y? que esta
abaixo do plano z = 9.




Exemplo 15

|
N

Determine a area da parte do paraboloide z = x? + y? que esta
abaixo do plano z = 9.

Resposta: A area da superficie do paraboloide, usando
coordenadas polares, é

// 1+ (2x)2 + (2)20A
:/027r/0 r\/mdrde
= 5(87V37 - 1).




