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Limite

Considere uma fungao f que associa um vetor
X = (xq,X2,...,Xn) de um dominio D C R"” um numero real
f(x). Considere também um vetor a = (a4, @, ..., an), ndo
necessariamente no dominio de f. Escrevemos,

lim f(x) =L

x—a (x) ’
se pudermos tornar os valores f(x) arbitrariamente préximos
de L (tdo proximos quanto quisermos) tomando X proximo mas
diferente de a.



Definicdo 1 (Distancia Euclideana)

Dados dois vetores x = (x4,...,Xxp) ea=(ay,...,an), o valor

I —all = /(x1 — @)2 + ...+ (X — an)?,

chamada distancia Euclideana, fornece uma medida para
avaliar quao proximo x esta de a.

Observagao:

Em R?, o conjunto
B(a,r)={x:||x—al < r}

representa um circulo de raio r centrado em a = (ay, a2). No
caso geral, B(a, r) é chamada bola aberta de raio r centrada
em a.



Definicdo 2 (Limite)

Seja f uma fungéo de varias variaveis cujo dominio D C R"
contém pontos arbitrariamente préximos de a = (ay, . . ., an).
Dizemos que o limite de f(x) quando xtendeaaé L e
escrevemos

lim f(x) = L,

X—a

se para todo nimero ¢ > 0, existe um nimero correspondente
0 > 0 tal que,

se xeD e O<|x—al <o entédo |f(x)—L|<e.

Observe que

limf(x)=L < lim |f(x)—L| =0,

X—a [[x—al||—0

em que o segundo é um limite usual.



Teorema 3
Se limy_,a f(X) = L elimy_,a g(x) = M, entdo
a) Limite da soma:

im[f(x) +g9g(x)] =L+ M.
b) Multiplicacdo por escalar:

lim af(x) = al, VaecR.

X—a

c) Limite do produto:
lim [f(x)g(x)] = LM.
d) Limite do quociente:

lim [£(x)/g(x)] = L/M, se M+#0.



Observagéao 1:

O teorema do confronto também vale para limite de fungdes de
varias variaveis.

Observacao 2:

Existem infinitas maneiras de x se aproximar de a. Porém, a
nogao de distancia nao depende da maneira como X se
aproxima de a. Portanto, se o limite existe, f(x) deve se
aproximar de L independentemente da maneira como X se
aproxima de a.

Observacéao 3:

Se f(x) — Ly quando x — a ao longo de um caminho C; e
f(x) — L, quando x — a ao longo de um caminho C,, com
Ly # Lp, entdo limy_,a f(X) ndo existe.



Exemplo 4

Mostre que

X2 2

: —y
| =
(x,y)@(om x2+y?

nao existe.



Mostre que , ,
vﬂgbm%:%?
nao existe.

Resposta: Considere os caminhos

Ci={(x,y): y=0}

Co={(x,y): x=0}.



Exemplo 5
Se
_ Y
f(Xay) - X2+y27
sera que existe
lim  f(x,y)?

(x:y)—(0,0)



Se f Xy
(x,y) = X2+ 2
sera que existe
(x,y;iin(om e

Resposta: N&ao! Basta considerar os caminhos

Ci={(x,y):y =0}

Co={(x,y) : x=y}.



Exemplo 6
Se )
_ X
f(Xay) — X2+y27
sera que existe
lim  f(x,y)?

(x,y)—(0,0)



Se
fxy) = 22—,
X2+ y?
sera que existe
(x,y;'in(om el

Resposta: Se considerarmos os caminhos

C1 :{(X,y)Iy:mX}, meRv

62:{(X,y)ZX:y2} € CSZ{(va):y:X}a
encontramos lim( ,)(0,0) f(X) = 0 sobre quaisquer um dos
trés caminhos. Essa observacao sugere que o limite existe e é

igual a zero. Demonstramos a existéncia do limite tomando
0=c¢!



Continuidade

Definicao Informal de Continuidade:

Uma fungéo f de varias variaveis é dita continua em a se

lim f(x) = f(a).

X—a

Dizemos que f é continua em D se f for continua em cada
acD.

Interpretagéo:

Se x sofre uma pequena variag¢ao, o valor f(x) também sofrera
uma pequena variagao.

Em RR?, a superficie que corresponde ao grafico de uma fungéo
continua ndo tem buracos ou rupturas.

A soma, o produto e a composi¢ao de fungdes continuas é
também uma funcao continua!



Funcao Polinomial de Duas Variaveis

Uma fungéo polinomial de duas variaveis € uma soma de
termos da forma
cxy"™,

em que ¢ é uma constante e m e n séo inteiros ndo-negativos.

Exemplo 7

f(x,y) = x* +5x3y? + 6xy* — 7y + 6,

€ uma funcao polinomial de duas variaveis.

Observacao:

Todas os polindmios s&o fung¢des continuas!



Funcéo Racional

Uma fungéao racional é a razao de dois polindmios.

Exemplo 8
_2xy +1
g(x,y) = X1y2

€ uma fungao racional de duas variaveis.

Observacgao:

Qualquer funcéo racional é continua em seu dominio
(excluindo os pontos onde ha divisao por zero)!



Exemplo 9

Calcule

lim  (x2y® — x3y2 4+ 3x + 2y).
- (1’2)( y y y)



Exemplo 9
Calcule s
lim  (x2y® — x3y2 + 3x + 2y).
- 172)( y y y)
Resposta:
lim  (x®y® — x3y2 4 3x +2y) = 11.

(6y)—(1,2)



Exemplo 10

Onde a funcao

X2 —y

T X212

2
f(x,y)

é continua?



Exemplo 10

Onde a funcao

X2 — )2

f(X,Y):m

é continua?

Resposta: Em todo seu dominio que corresponde ao conjunto

D={(x.y): (x.y) # (0,0)}.



Exemplo 11

Onde a fungéo

o {88

é continua?



Exemplo 11

Onde a funcéao

é continua?

Resposta: A funcao g é continua em

D={(x,y):(x.y)# (0,0)},

pois o limite lim(, ,)_,(0,0) 9(X, ¥) néo existe.



Exemplo 12

Onde a fungéo

fx.y) = 4 ey (00) #(00)
0’ (Xay):(O,O),

é continua?



Exemplo 12

Onde a fungao

2
0, (x,y) = (0,0),
é continua?

Resposta: A funcéo f é continua em todo R? pois é uma
fungéo racional e limite lim(y ,)_,(0,0) f(x, ¥) = 0 = (0, 0).



Exemplo 13

Onde a funcao

h(x, y) = arctan(y/x)

é continua?



Exemplo 13

Onde a funcao
h(x,y) = arctan(y/x)

é continua?

Resposta: Como h é a composta de uma funcao continua
com uma funcao racional, ela é continua em

D={(x,y):x#0},

que exclui os pontos onde y/x nao esta definida.



